Fehlertolerantes Routing
auf dem n-dim Wiirfel

Elmar Schomer

Diplomarbeit nach einem Thema von Professor Dr. Giinter Hotz im
Fachbereich 10, Angewandte Mathematik und Informatik, der Universitét
des Saarlandes.



Hiermit versichere ich an Eides Statt, dafl ich diese Arbeit nur unter
Verwendung der angegebenen Quellen und Hilfsmittel angefertigt
habe.

Saarbriicken, im Januar 1988



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Einfiihrung

Kommunikationsgraphen und
Kommunikationsanforderungen

Kapitel I

Deterministisches Routing
versus Probabilistisches Routing
1. Routing mit Bitonic-Sort

2. Die Prioritatenregel und das Prinzip
der kritischen Verzogerungsfolge

3. Laufzeitanalyse des randomisierten Routings
auf dem n-dim Wiirfel

Kapitel 11

Fehlertolerantes Routing mit disjunkten Wegen

Kapitel III

Fehlertolerantes Routing mit lokalen Umwegen
1. Deterministisches Routing mit lokalen Umwegen

2. Probabilistisches Routing mit lokalen Umwegen

Literaturverzeichnis

12

22

34
41

o4



Einleitung

Ein weltweites Telefonnetz ermoglicht vielen Menschen, auch {iber grofie Ent-
fernungen hinweg miteinander zu kommunizieren. Auch die Kommunikation
zwischen Rechnern gewinnt zunehmend an Bedeutung. Die Installation von
Rechnernetzen dient der schnellen Ubermittlung digitalisierter Daten jegli-
chen Ursprungs, aber auch der gemeinsamen Nutzung von Rechnerkapazitét.
Wiéhrend das Telefonnetz nach dem Prinzip der Leitungsvermittlung arbei-
tet, benutzt man bei Rechnernetzen in der Praxis oft die sogenannte Paket-
vermittlung. Nachrichtenpakete sind wie bei der Post mit Adressen versehen
und werden im Netz von Punkt zu Punkt weitergereicht. Diese Arbeits-
weise erspart die Reservierung von Leitungen fiir die gesamte Dauer eines
Gespriiches, was zu einer besseren Auslastung der Leitungen fiihrt.

Eine Vernetzung von vielen gleichartigen Rechnern betreibt man auch zur
Entwicklung von leistungsstarken und universellen Parallelrechnern. Die
eher abstrakten parallelen Rechnermodelle wie PRAMSs simuliert man auf
Rechnernetzen mit geeigneter Netzwerktopologie. Die Simulation eines read-
write-Zyklus einer PRAM erfordert dabei eine betréchtliche Kommunikation
zwischen den einzelnen Netzwerkrechnern. Im Modell der Paketvermittlung
fithrt dies zu dem Problem des simultanen Routings von Paketen im ge-
gebenen Netz. Mit Hilfe probabilistischer Routingverfahren 148t sich der
Verzogerungsfaktor der Simulation jedoch klein halten.

Neben dem Aspekt der Geschwindigkeit sollte man bei immer grofier werden-
den Kommunikationsnetzen dem Faktor Zuverldssigkeit eine ebenso grofie
Bedeutung beimessen. Der Ausfall einiger weniger Netzwerkkomponenten
darf nicht gleich das gesamte System lahmlegen. Deshalb sollte man iiber
Routingstrategien verfiigen, die so viele Defekte "wie moglich” tolerieren,
ohne grofle Geschwindigkeitsverluste hinnehmen zu miissen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen ersten Schritt in diese Richtung zu tun.
Sie gliedert sich wie folgt:

Die Einfiihrung gibt einen kurzen Einblick in die untersuchte Thematik und
erlautert die grundlegenden Begriffe und Notationen. Sie enthélt auBlerdem
die Definition der betrachteten Kommunikationsnetzwerke.

Kapitel I beschéftigt sich mit der Problematik des Routings einer Permu-
tationsanforderung auf einem intakten n-dim Wiirfel. Neben einer deter-
ministischen Routingstrategie (BITONIC-SORT) wird das Laufzeitverhal-
ten einer probabilistischen Routingstrategie untersucht, die von L.G. Valiant
vorgeschlagen wurde (siehe [VB],[Va]). Die Laufzeitanalyse verwendet ei-
ne verallgemeinerte Version des Prinzips der kritischen Verzdégerungsfolge.
Unter Verwendung dieser Beweistechnik, die auf E. Upfal zuriickgeht (siehe



[Upf]), kann man zeigen, daf sich jede beliebige Permutationsanforderung
mit hoher Wahrscheinlichkeit in Zeit ¢-n routen 1d8t. Dabei ist zur internen
Verwaltung der Pakete nur eine Warteschlange notwendig, die als priority
queue organisiert ist.

In den beiden folgenden Kapiteln werden zwei Techniken diskutiert, die es
erlauben, Permutationsanforderungen auch auf einem n-dim Wiirfel mit nn-
icht allzu vielen” Leitungsdefekten schnell zu routen.

In Kapitel IT wird folgender Weg eingeschlagen: Will man die Sicherheit
der Nachrichteniibertragung zwischen zwei beliebigen Prozessoren steigern,
so kann man im n-dim Wiirfel n Pakete mit identischer Nachricht auf dis-
junkten Wegen vom Sender zum Empfinger transportieren. Obwohl diese
Methode das Kommunikationsaufkommen um das n-fache erhoht, kann man
einen Geschwindigkeitsverlust beim Routen einer Permutationsanforderung
vermeiden, wenn man die Prozessoren so ausriistet, dafl sie iiber alle Leitun-
gen gleichzeitig senden und empfangen kénnen, wie dies bei Valiant schon
vorgesehen war.

In Kapitel III wird eine weitere Methode zum fehlertoleranten Routing auf
dem n-dim Wiirfel vorgestellt: Die Route eines Paketes, das {iber eine defekte
Leitung transportiert werden soll, wird so abgewandelt, daf} die schadhafte
Stelle lokal umgangen wird. Die Existenz defekter Leitungen verursacht eine
zusitzliche Belastung auf den Leitungen der entsprechenden Umwege. Um
diese Belastung moglichst gleichméflig zu verteilen, mufl eine Koordination
der Umwege stattfinden. Dies kann mit Hilfe eines heuristischen parallelen
Matching-Algorithmus auf dem defekten n-dim Wiirfel selbst geschehen. Die
Erfolgsquote dieses Algorithmus ist auch bei einer konstanten Leitungsaus-
fallwahrscheinlichkeit sehr hoch.

Fiir beliebige Kommunikationsnetze 148t sich allgemein der Begriff des v—
konfluenten Umwegesystems definieren. Verwendet man ein solches Umwege-
system, so kann man Kommunikationsanforderungen auf dem defekten Netz-
werk mit Verzogerungsfaktor v durchfithren. Die Grofle v hiangt im wesent-
lichen von der Lénge des lingsten Umweges und von der Zahl der Umwege
ab, die iiber eine intakte Leitung gefiihrt werden miissen.

Im Fall des defekten n-dim Wiirfels kann man bei Permutationsanforderun-
gen zum Beispiel den Verzogerungsfaktor 3 erreichen, wenn man ein Umwe-
gesystem mit Hilfe der Matching-Heuristik findet.

An dieser Stelle mochte ich mich besonders bei Herrn Prof. Dr. Giinter
Hotz, Herrn Dr. Hans Ulrich Simon, Herrn Dr. Bernd Becker und meinen
Studienkollegen bedanken, die mir stets mit Rat und Tat zur Seite standen.



Kapitel 1

Deterministisches Routing
versus
Probabilistisches Routing

1. Routing mit BITONIC-SORT

Gegeben sei folgende Aufgabenstellung:

Jeder Prozessor v € V im Kommunikationsnetz mochte ein Paket 7w, an den
Zielprozessor ziel(m,) schicken. Wenn V' = {ziel(m,)|v € V'} gilt, so spricht
man von einer Permutationsanforderung. D.h. jeder Prozessor verschickt
genau ein Paket, und jeder Prozessor erhélt auch genau ein Paket.

Die Aufgabe, die Pakete bei einer Permutationsanforderung auf einem Kom-
munikationsnetz zu routen, entspricht einem parallelen Sortierproblem. Be-
trachtet man als Kommunikationsgraph den n-dim Wiirfel, so bietet sich
z.B. das Bitonische Sortieren an, weil es auf dieser Netzstruktur sehr leicht
zu parallelisieren ist. (Das Bitonische Sortieren wurde von Batcher [Bat]
entwickelt. )

Zunéchst der sequentielle Algorithmus:

Gegeben sei eine Folge Z = zg, 21, ..., zon_1, die aufwérts sortiert werden soll.
Zum bitonischen Sortieren benutzt man die rekursive Unterprozedur biton-
sort, die bitonische Folgen sortieren kann. Die Hauptprozedur sort erzeugt
aus Z eine bitonische Folge, indem die linke Hélfte aufwarts und die rechte
Hélfte von Z abwirts sortiert wird. Ein Aufruf von sort(Z, n,0) sortiert eine
beliebige Folge Z der Linge 2" aufwirts und sort(Z,n, 1) abwirts.

Bitonisches Sortieren

procedure bitonsort (Z,1, o)
begin
/¥ Z| =2 | Z=2z,2,...,29_1 biton
o { 0 Z aufwiérts sortieren
| 1 Z abwiirts sortieren */

X =20,%1,...,To-1_7 mit x; := 29 fir 0 < i < 211
Y = yo,y1,- -, yp-11 mit y; 1= 22141 o ’
ifl >1

then bitonsort (X,l —1,0);
bitonsort (Y, —1,0)



fi;
ifo=0

then zy; = min{z;, y;} fir 0 < i < 211
Zoip1 1= max{w;, Y} N
else 2z = mflx{:ci,yi} fir 0 < i < 911
Zoiyr = min{w;, y; } -
fi

end;

procedure sort (Z,1,0)
begin
/¥ Z| =2, Z=z,2,...,25_, beliebig
| 0 Z aufwérts sortieren
n { 1 Z abwérts sortieren */

X =20,21,...,Toi-1_, m?t T; = % fiir 0 < i < 211,
Y = yo,v1,. .., Y11 mit y; 1= z; 011
ifl >1

then sort (X1 —1,0);
sort (Y, —1,7);
fi;
) T fir 0<i<2-1
2= XY mit z = { Y1 filr 2001 < < 2! ;
bitonsort (Z,1,0)
end

Die Korrektheit des Bitonischen Sortierens kann mit Hilfe des 0-1-Prinzips
gezeigt werden. Den exakten Beweis kann man z.B. bei Knuth [Knu] nach-
lesen.

Setzt man Z = ziel(m), ziel(m), . . ., ziel(men 1) als zu sortierende Folge an,
und verwandelt man das rekursive sequentielle Programm in ein iteratives
paralleles Programm, das in jedem Prozessor des n-dim Wiirfels in synchro-
nisierter Art und Weise abgearbeitet wird, so erhélt man folgenden Algorith-
mus, dessen Korrektheit sich unmittelbar aus dem sequentiellen Algorithmus
ergibt, wenn man die Einzelprozessoren im Zusammenspiel betrachtet.

Zu Beginn des Sortiervorgangs besitzen alle Prozessoren also genau ein Paket
und sie starten gleichzeitig mit der Abarbeitung ihrer Prozedur parallelsort.
7, bezeichne das Paket, das sich momentan am Knoten v aufhélt. Die Va-
riable o eines jeden Knotens v steuert, ob v sich momentan in einer Teilfolge
befindet, die auf- bzw. abwirts zu sortieren ist.



procedure parallelsort /* fiir Prozessor v */
begin
o=@ v(i); /* Summe der Adressbits modulo 2 */
for k£ from 1 ton
do 0 =0 dv(k);
for d from k downto 1
do /¥ v w */
sende eine Kopie des Paketes m, an den Knoten w iiber die
ausgehende Kante der Dimension d und empfange zur
gleichen Zeit vom Knoten w eine Kopie des Paketes
iiber die eingehende Kante der Dimension d;
if 0 = v(d)
then if ziel(rw,) > ziel(m,) then 7, := 7, fi
else if ziel(mw,) < ziel(m,) then 7, := 7, fi
fi;
16sche die Kopie von
od
od
end

Laufzeit: . .
Z n+ ) = O(n?) Zeittakte

Der Vorteil dieser deterministischen Routingstrategie fiir Permutationsanfor-
derungen auf dem n-dim Wiirfel liegt in ihrer Einfachheit und der Tatsache,
daB jeder Prozessor nur einen Puffer der Grofle 2- Paketlénge besitzen muf.
Des weiteren versendet und empfingt er pro Zeittakt nur iiber eine, genau
festgelegte Leitung ein Paket.

Man beachte, dafl zu jedem beliebigen Zeittakt alle Prozessoren in uniformer
Weise nur Kanten ein und derselben Dimension zur Kommunikation benut-
zen. Die Reihenfolge, in der die Dimensionen gewéhlt werden, wird durch
die doppelte for—Schleife gesteuert.

Der entscheidende Nachteil ist jedoch die Laufzeit von in- (n+1) Zeiteinhei-
ten. L.G. Valiant [Val] hat erstmalig einen probablhstlschen Routingalgo-
rithmus fiir Permutationsanforderungen auf dem n-dim Wiirfel untersucht.
Seine Laufzeitanalyse zeigt, dafl man eine mittlere Laufzeit von c-n erreichen
kann und daf} die Streuung der Laufzeiten extrem gering ist.

Er geht dabei allerdings davon aus, da} die Prozessoren des Netzwerkes
gleichzeitig iiber alle eingehenden Leitungen Pakete empfangen und {iber
alle ausgehenden Leitungen gleichzeitig je ein Paket verschicken konnen.



In einer Folgearbeit verallgemeinert Eli Upfal [Upf] die Methoden Valiants
derart, daf} er fiir eine ganze Klasse von Kommunikationsnetzen, die Balan-
cierten Kommunikationsschemata, ein gutes Laufzeitverhalten bei der An-
wendung probabilistischer Routingverfahren nachweisen kann. Die betrach-
teten Kommunikationsnetze miissen jedoch einen konstanten Grad haben,
und in Upfals Modell kénnen die Prozessoren des Netzes zwar iiber jede
eingehende Leitung gleichzeitig Pakete empfangen, aber sie brauchen pro
Zeiteinheit nur ein Paket iiber eine der ausgehenden Leitungen verschicken
zu kénnen.

Dieses Modell soll im folgenden auch benutzt werden. Die Prozessoren
verfiigen iiber eine interne Warteschlange, in die alle eintreffenden Pakete
— dies kénnen ja mehrere sein — eingeordnet werden. Pro Zeittakt soll jeweils
das erste Paket der Warteschlange weiterverschickt werden. Dazu muf3 eine
geeignete Warteschlangendisziplin gewéhlt werden.

2. Die Prioritiatenregel und das Prinzip
der kritischen Verzogerungsfolge

Es stellt sich die Frage, wie man das Laufzeitverhalten von randomisiertem
Routing analysieren kann. Dafl die Laufzeit im allgemeinen ungleich der
Routenlédnge sein wird, ist dadurch bedingt, daf3 oft mehrere Pakete zur glei-
chen Zeit einen Prozessor verlassen mochten. Da pro Zeiteinheit aber immer
nur ein Paket einen Prozessor verlassen kann, verzogert sich die Ankunft der
dort zuriickgestellten Pakete an ihrem Zielknoten um mindestens eine Zeit-
einheit. Im Konfliktfall, daf§ sich zu einem Zeitpunkt mehrere Pakete darum
streiten als erstes einen Prozessor zu verlassen, erscheint es angebracht solche
Pakete zu bevorzugen, die von ihrem Ziel noch am weitesten entfernt sind.
Diese Strategie beschleunigt die Pakete, die noch einen weiten Weg vor sich
haben, auf Kosten derer, die von ihrem Ziel nicht mehr so weit entfernt sind.
Zu dieser Art der Konfliktauflosung benutzt man Prioritéitszahlen, die von
den Paketen mitgefiihrt werden und von den Prozessoren verdndert werden
konnen.

Bezeichne L die grofite vorkommende Prioritatszahl und p,(u) € N die Prio-
ritdt des Paketes m am Knoten u. Bewegt sich ein Paket 7 auf der Route

R(m): up—uy — ... > Ujmg — Uj... — Uy,

so soll die Prioritdtenregel gelten:
Wenn zu einem Zeitpunkt mehrere Pakete an einem Knoten u sind, so wird
ein Paket mit der kleinsten Prioritdtszahl verschickt, und die Prioritédtszahlen



nehmen auf der Reise des Paketes streng monoton zu:

Pr(tio1) < pr(w;) fir i=1,...,1—1.

Die Prioritdtenregel erweist sich nun auch als wesentlicher Faktor fiir die
Laufzeitanalyse.

Ein Paket 7 erreiche den Knoten u, dann wird es mit Prioritét p,(u) in die
Warteschlange eingereiht. Im schlimmsten Fall mufl dieses Paket nun so lange
auf seine niichste Ubertragung warten, bis alle Pakete der Prioritit < p,(u),
die jemals den Knoten wu passieren, weitergeschickt sind. Von besonderem
Interesse sind also die folgenden Zahlen:

f(p,u) := Anzahl der Pakete, die den Knoten u mit Prioritéit p passieren.

Die Wartezeit eines Paketes m am Knoten w ist dann sicherlich beschrankt

durch
> flpu).

p<pr(u)

Ein erster Ansatz zur Laufzeitanalyse konnte vielleicht zu folgender Ab-
schiatzung fithren:

Wenn T die Laufzeit des Routings ist, dann exisitiert ein Paket 7w, das zum
Zeitpunkt T seinen Zielknoten wu; erreicht.

Sei R(m) : wy — u3 — ... — u; die Route dieses Paketes, dann gilt:

]:0 pSPw(uj)

Der entscheidende Nachteil dieser Methode besteht darin, daf} folgender Sach-
verhalt unberiicksichtigt bleibt:

Ein Paket 7 treffe zu einem relativ spéten Zeitpunkt mit grofler Prioritéit am
Knoten u ein, dann braucht es in der Regel nicht auf Pakete kleiner Prioritét
zu warten, weil diese ja schon vor dem Eintreffen des Paketes m bearbeitet
wurden.

Das nun folgende Analyseverfahren, das auf Eli Upfal [Upf] zuriickgeht,
nutzt eben diese Eigenschaft aus.

Wenn ein Knoten u ein Paket 7 erst sehr spét iibermitteln kann, so kann es
dafiir zwei Erklarungsmoglichkeiten geben:

1. Das Paket 7 ist sehr spidt am Knoten u eingetroffen.

2. Bevor der Knoten u das Paket m bearbeiten konnte, mufite er sich zuerst
um eine Menge anderer Pakete mit Prioritét < p.(u) kiimmern.
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Um beide Gesichtspunkte gleichermaflen in die Analyse einflielen zu lassen,
definiert man nun induktiv die sogenannte kritische Verzégerungsfolge

D= ((Ulap1>? (U2>p2)7' . ‘7(Ulapl)) :

Wenn T' die Laufzeit des Routings ist, dann gibt es einen Knoten v im Netz,
der zum Zeitpunkt 7" — 1 noch ein Paket 7 verschickt. Setze

vi=v, p=pv), t,:=T—-1.

Angenommen v;, p; und t; sind bereits so definiert, dafl gilt:
v; verschickt zum Zeitpunkt ¢; das letzte Paket mit Prioritdt = p;, das ihn
passiert.

Dann definiere, falls moéglich, v;_q, p;_1 und t;_; wie folgt:

v sei ein Knoten unter den Vorgéngern von v;, der als einer der letzten ein
Paket der Prioritdt < p; an v; verschickt. Wenn dieses Paket den Knoten
v mit Prioritdt p verldfit, dann sei t der Zeitpunkt, zu dem v das letzte
Paket der Prioritdat p verschickt, das ihn passiert. v; selbst verschicke zum
Zeitpunkt t' sein letztes Paket mit Prioritdt < p;. Dieses habe Prioritét p'.

ti1 = max{t,t'}

{ (v,p) falls ¢ <t
(

Wict,Pim1) 5= () falls £ >t

Diese induktive Definition erhélt offenbar folgende Invariante aufrecht:
Beh.:

Zum Zeitpunkt t;_; + 1 gilt:

(1) Der Knoten v; hat alle Pakete erhalten, die er mit Prioritat < p; jemals
verschicken muf.

(2) Alle Pakete der Prioritdt < p;, die v; passieren, sind schon verschickt.

Bewelis:

(1) Spétestens ab dem Zeitpunkt ¢;_; + 1 verschicken die Vorgénger von v;
nur noch Pakete mit Prioritdt > p; an v;, denn dann hat auch der letzte
unter ihnen seine Pakete mit Prioritdt < p; an v; verschickt, die er an
v; zu schicken hat. Die Pakete, die einen Vorginger von v; mit Prioritét
> p; passieren, verschickt der Knoten v; mit Prioritdt > p;, wegen der
Monotonieeigenschaft der Prioritdtenregel. Deshalb hat v; bereits zum
Zeitpunkt ¢;,_; + 1 alle Pakete der Prioritdt < p; erhalten, die er jemals
verschicken muf.



(2) 1.Fall: Vi—-1 §£ Vi
Angenommen v; miifite zum Zeitpunkt ¢;_; + 1 oder spéter noch
ein Paket der Prioritdt < p; verschicken, so wiirde dies zum
Widerspruch v;_; = v; fiihren.
Dieser Fall deckt die Moglichkeit ab, dafl eine Verzogerung
dadurch zustande kommt, daf§ v; erst sehr spét von seinem
Vorgénger v;_; ein Paket zur Weitervermittlung bekommen
kann.

2.Fall: Vi—1 = U;

Nach Definition des Zeitpunktes t;_; hat v; zum Zeitpunkt ¢;,_; +
1 alle Pakete der Prioritdt < p; verschickt. Pakete der Prioritét
p; konnen am Knoten v; eine Verzogerung erfahren, weil sie auf
eine Reihe von Paketen der Prioritdt < p; warten miissen.

Ist t,_1 + 1 < t;, so verschickt der Prozessor v; wihrend des Zeitraumes
[ti_1+1 : t;] nur Pakete der Prioritdt p;. Denn ab dem Zeitpunkt ¢;_; +1 muf
er nur noch Pakete der Prioritdt > p; verschicken. Da aber alle Pakete der
Prioritdt = p; bereits angekommen sind, werden diese zuerst weitergeschickt.
Deshalb gilt:

ti —tic1 < f(piyvi) -

Ist t;_1 + 1 > t;, so gilt trivialerweise:
ti —tic1 <0< f(pi,vs) .

Wenn die induktive Definition der kritischen Verzogerungsfolge D bei vy ab-
bricht, so bedeutet das, dal v; niemals ein Paket der Prioritdt < p; ver-
schicken muf}. Deshalb kann v; bereits vom Zeipunkt 0 an Pakete der Prio-
ritdt p; verschicken. Folglich gilt:

ty < f(pr,v) — 1.

Insgesamt ergibt sich:

l

fiv)) > ti—tii=ti—t1 >T —1— (f(p1,v1) — 1)
=2

M-

@
||
N

und

!
T <Y f(pivi) fir D= ((v1,p1), (v2,p2),. -, (01, m1)) -
i=1

Das folgende Lemma fat das Ergebnis zusammen.
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Lemma I.1:

Gegeben sei ein Kommunikationsgraph G = (V, ). Die Knoten des Graphen
sollen Prozessoren reprisentieren, die pro Zeiteinheit {iber alle Eingangslei-
tungen Pakete empfangen und iiber eine der Ausgangsleitungen ein Paket
verschikken konnen.

Erfordert das Routing von Paketen, das der Prioritditenregel gehorcht, auf
diesem Netzwerk die Zeit T, dann folgt daraus die Existenz einer kritischen
Verzogerungsfolge

D = ((v1,p1), (V2 p2), ., (v, 1))

mit 1 <p,_; <p; <L
und v;_1 € {v;} U{v|(v,v;) € E,v schickt Paket der Prioritit p;,_; an v;},
so dafl

!
TSEf(pi,Ui)a

wobei L die grofite vorkommende Prioritéat ist und f(p;, v;) die Zahl der
Pakete, die den Knoten v; mit Prioritédt p; passieren.

Die hier verwendete Definition der kritischen Verzogerungsfolge weicht von
der urspriinglichen Definition Upfal’s etwas ab. Mit Hilfe dieser Definition
wird es moglich, eine probabilistische Routingstrategie auf dem n-dim Wiirfel
zu analysieren, wie der folgende Abschnitt zeigen wird.

Die Existenz einer kritischen Verzogerungsfolge im Sinne Upfal’s mit der ent-
sprechenden Laufzeitschranke gewinnt man aber auch leicht aus aus Lemma
[.1. Diese speziellere Form wird im Kapitel IT benutzt werden.

Lemma 1.2:

Erfordert das Routing von Paketen, das der Priorititenregel gehorcht, auf
dem Kommunikationsgraph G = (V) E) die Zeit T, dann folgt daraus die
Existenz einer kritischen Verzdgerungsfolge

D = (wy,ws,...,wr) mit wy,_; € {w,} U{w € V|(w,w,) € E},

L
T S Zf(p7wp)a
p=1

wobei L die grofite vorkommende Prioritét ist und f(p,w,) die Zahl der
Pakete, die den Knoten w, mit Prioritét p passieren.
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Bewelis:

Setze
vy fiir 1< p <m
wy =4 v fir ppy< p <p
v fir p < p <L,

dann gilt wegen Lemma I.1:

l

Tézf(pm%‘) =Y fpiwy,) <Y fp,wy)

i=1 p=1

3. Laufzeitanalyse des randomisierten Routings
auf dem n-dim Wiirfel

Der Kommunikationsgraph G = (V, E) sei der n-dim Wiirfel, und die Kno-
ten représentieren Prozessoren, die zwar mehrere Pakete gleichzeitig emp-
fangen konnen, aber pro Zeiteinheit nur ein Paket verschicken. Es soll im
folgenden gezeigt werden, dafl trotz dieser ”drastischen” Einschriankung das
Valiant’sche Ergebnis aufrecht erhalten werden kann, welches besagt, daf
Permutationsanforderungen auf dem n-dim Wiirfel mit hoher Wahrschein-
lichkeit in O(n) Zeiteinheiten geroutet werden kénnen. Unter Verwendung
der Beweisidee Upfals fiir randomisiertes Routing auf Balancierten Kommu-
nikationsschemata wird sich auch eine Vereinfachung des Laufzeitbeweises
fiir den n-dim Wiirfel ergeben.

Valiants 2-Phasen-Methode fiir randomisiertes Routing:

Wenn ein Prozessor s € V' ein Paket 7, mit start(ms) = s und ziel(7s) = z
verschicken mochte, so kénnte man fiir jedes Paar (s,2z) € V x V eine fi-
xe Route fiir das Paket 7y vorschreiben. Betrachtet man zum Beispiel die
Gesamtheit aller Permutationsanforderungen auf dem vorgegebenen Kom-
munikationsnetz mit fixer Routenwahl, so ist die Laufzeit natiirlich von der
speziellen Permutation abhédngig. Und es ist nicht auszuschlieen, daf es
Permutationen gibt, die eine auflergewohnlich schlechte Laufzeit bewirken.
In der Hoffnung, da8 dies nur sehr wenige sind und mit dem Anspruch ein
moglichst gleichverteiltes Laufzeitverhalten fiir alle Permutationsanforderun-
gen zu gewinnen, hat Valiant eine in 2 Phasen gegliederte Strategie vorge-
schlagen.

Fiir jedes Paket 7, mit (start(my),ziel(ms)) = (s,2) wird ein Zwischenziel
y € V zufillig ermittelt, so daf gilt: Vv € V : Pr(y =v) = 1/|V].
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1.Phase: Beforderung des Paketes 7w, von s nach y
RY (my): s=ug—uy — ... > up,=1y

2.Phase: Beforderung des Paketes 7 von y nach z
RA:(7y): Yy =Up — Upyy — ... = U =2

Hierbei wird der 1.Teil R'(w,) und der 2.Teil R?(rw,) der Route des Paketes
7s jeweils nach einer festen Vorschrift bestimmt.

Fiir die Bestimmung der Route zwischen den Knoten v und w in einer der
beiden Phasen benutzt man auf dem n-dim Wiirfel folgende Methode:

v —= w mit dist(v,w) =1

Wenn {dy,ds, ...,d;} = {jlv(j) # w(j)} mit d; < dy < ... < d; ist, dann sei
o = (dl,dg, . ,dl).

Dies bewirkt, dal ein Paket auf seiner Reise in jeder der beiden Phasen die
Dimensionen in aufsteigender Reihenfolge durchlauft.

Ein Paket 7, starte vom Knoten s und laufe in der 1.Phase zum Zwischenk-
noten y und von dort aus in der 2.Phase zum Zielknoten z. Die Vergabe der
Prioritétszahlen fiir das Paket 7, auf seiner Route R(ms) geschieht wie folgt:

R(m,) : S:uoi)u:[&...&Uk:yZdek—H)Uk_i_ldk—H)...i)UIZZ
(i) = d; fiir 1< ¢ <k 1.Phase
Priti-1)"=\ @, +n fir k+1< i <l 2.Phase

Da die Dimensionen in jeder Phase in aufsteigender Reihenfolge durchlaufen
werden, ergibt sich daraus die Monotonieeigenschaft der Prioritdtenregel.

Beweisidee zur Laufzeitanalyse:

Den Grundstein zur Laufzeitanalyse liefert das Lemma des vorherigen Ab-
schnitts. Wenn T' die Laufzeit des Routings ist, so existiert eine kritische
Verzogerungsfolge D = ((vi,p1), - -, (v, pr)) mit T < 3L £(pi, v;). Mit Hil-
fe dieser Aussage kann man die Wahrscheinlichkeit dafiir abschétzen, dafl
T > 2vycn ist. (7 ist eine geeignet zu wihlende Konstante > 1.)

Pr(T > 2vycn)

< Pr(EI D= ((vi,p1),-., (v, p)) mit > f(ps,v;) > 27071)

i=1

Z Pr(Z f(pi,vi) > 2yen fiur D = ((v1,p1),---, (vl,pl))> ,

DeDS i=1

IA
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wobei DS = Menge der moglichen kritischen Verzogerungsfolgen ist.

Um hier weiterzukommen, zdhlt man die moglichen kritischen Verzoégerungs-
folgen und schétzt die Wahrscheinlichkeit dafiir ab, daB fiir eine beliebige aber
fest vorgegebene kritische Verzogerungsfolge D die Summe Y'_, f(p;, v;) >
27ycen ist.

Sei also D = ((v1,p1),- -, (v, p)) gegeben, dann gilt es

!
Pr (Z f(pi,vi) > 270n)
i=1
abzuschéitzen. Die Zahlen f(p;,v;) lassen sich wegen der probabilistischen
Arbeitsweise nicht direkt angeben, aber man kann eine Aussage iiber die
Mittelwerte machen. Betrachtet man die Grolen f(p;, v;) als Zufallsvariable,
so mufl man leider feststellen, daf§ diese voneinander abhéngig sein kénnen.
Da die Anwendung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Sétzen zumeist die
Unabhéngigkeit der betrachteten Ereignisse voraussetzt, versucht man das
Ereignis

E= <Zl: f(pi,vi) = 2vcn)

i=1
durch Ereignisse mit unabhéngigen Zufallsvariablen zu beschreiben. Aus-
gehend von der Unabhéngigkeit der Routen der einzelnen Pakete definiert
man:

h(m) = |{i|7 verlaBt v; mit Prioritdt p;}|
'_ {1 falls h(r) > 1
x(m) =
0 sonst
als unabhéngige Zufallsgrofien mit der Eigenschaft

2n 1

;f(pi,vi) = ZO h(ms)

denn die Variablen h(7) sagen, wie oft ein Paket 7 auf die kritische Verzo-
gerungsfolge D trifft, und die Variablen x(7) geben an, ob ein Paket 7
{iberhaupt auf D trifft. Deshalb bezeichnet 2" ;! x(7,) die Anzahl der Pa-
kete, die auf D treffen und somit einen Beitrag zu Y% ;' h(m,) leisten.

E = (2:22_%)1 h(ms) > 2'ycn>

2" —1

Ey = (Z z(ms) > cn>
s=0
n_1 on_1

Ey, = (Z h(ms) > 2yen und > x(m) < cn)

s=0 s=0

14



E= E|V E, also Pr(E) <Pr(E))+ Pr(E,)

E7 beschreibt das Ereignis, dafl sehr viele Pakete auf D treffen und daf} da-
durch eine grole Verzogerung verursacht wird. Bei E5 hingegen geht man
davon aus, dal die Verzogerung grofl ist, obwohl nur wenige Pakete auf D
treffen. FEs ist nur moglich, wenn die wenigen Pakete, die auf D treffen, sich
sehr lange auf D mitbewegen. Es bleibt also zu zeigen, dafl die Wahrschein-
lichkeit der beiden Ereignisse E; und F5 verschwindend klein ist.

Bezeichnungen und Sitze aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

N o/N 4 N_i
B(m,N.q) =Y ( 2, ) g (1= )N
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit von mindestens m Erfolgen in einer Reihe
von N unabhdngigen Bernoulliversuchen mit Einzelwahrscheinlichkeit ¢.

Satz von Chernoff: [Che]

Na
m

B(m,N,q)g( >‘6m—Nq fir m > Ngq .

Satz von Hoeffding: [Hoe]

Sei Z die Zahl der Erfolge in N unabhéngigen Poissonversuchen mit Einzel-
wahrscheinlichkeiten ¢q,...,qy und g = % . Ef\il q; die mittlere Erfolgswahr-
scheinlichkeit, dann gilt:

Pr(Z >m) < B(m,N,q) falls m>Ng+1.
Eine Abschitzung fiir Binomialkoeffizienten:
N eN\™
() = (50
m m
Ein Ergebnis aus der Kombinatorik:

|{(@1,~-.,am)|§:ai:b}| - (

0,1,...,a,m,b S NO

Die nun folgenden Lemmata ergéinzen die Details zur Laufzeitanalyse:
Sei G = (V, E) der Kommunikationsgraph des n-dim Wiirfels.
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Lemma 1.3:

Die Zahl der méglichen kritischen Verzogerungsfolgen D = ((vy,p1), ...,
(v, 1)) ist beschriankt durch:

IDS| < = - 18" .

N —

Bewelis:

Esgilt: 1 <p;,_1 <p; <2n fir 1 =2,...,] wegen der Monotonieeigenschaft
der Prioritdtenregel, und weil die grofite vorkommende Prioritdt = 2n ist.
Die Zahl der verschiedenen [-Tupel (pq,...,p;) mit 1 < p;_1 < p; < 2n ist
gleich der Zahl der l-elementigen Teilmengen aus {1,...,2n}.

Vi-1 = (5 oder
Di-1 falls p;iy <mn
pi—1—n falls pi_1 >n

d; .
V.1 —— v; mit di:{

Bei gegebenem v; gibt es also genau 2 Moglichkeiten fiir v;_;. Fiir v; konnen
alle 2" Knoten des Netzes in Frage kommen. Folglich gibt es 2" - 2!=1 ver-
schiedene Méglichkeiten fiir (vq, ..., v;) bei gegebenem (p1,...,p;).

Deshalb gilt:

2N /2 1 1
|DS|§2“‘1-Z( ”)-212—-2"-32":—48".
—~\ 1 2 2

Lemma 1.4:

f(p, v) bezeichne die mittlere Anzahl der Pakete, die den Knoten v mit Prio-
ritdt p verlassen, dann gilt:

1
Vpilsp<2n,YVoeV:flpv)=3,

wenn eine Permutationsanforderung vorliegt.
Beweis:

Sei v € V beliebig.
Phase 1: 1 <p<n

W= {w e V|{jlw@) #v()} S{Ll,....p—1}} , [W|=2""
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ist die Menge der Knoten im n-dim Wiirfel, die ein Paket 7 ab-
schicken konnen, das den Knoten v mit Prioritéit p,(v) = p ver-
lassen kann.

Ein Paket, das von einem Knoten w € W startet, verlafit den
Knoten v mit Prioritét p mit Wahrscheilichkeit 277. Also gilt:

1
Fom =2 ar=_.
Phase 2: n+1<p<2n
symmetrisch zu Phase 1.

Lemma 1.5:

Pr(E,) = Pr<2nz_:1 x(ms) > cn> < o—(clnc—c+1)-n

s=0
Bewelis:

D = ((v1,p1),---, (v, p)) sei die kritische Verzogerungsfolge. Wegen der
Unabhéngigkeit der Routen darf man das Auftreffen der Pakete 7, auf D
als unabhéngige Poissonversuche auffassen. Die Einzelwahrscheinlichkeiten
gs = Pr(z(ms) = 1) sind zwar unbekannt, aber man kann etwas iiber die
mittlere Trefferwahrscheinlichkeit 7 aussagen. Dies eroffnet die Moglichkeit
zur Anwendung des Satzes von Hoeffding.

I
Pr(z(my) =1)) < > Pr(m, verliBt v; mit Prioritét p;)

i=1

2%:1 Pr(z(ms) =1) < zl: 2%:1 Pr(m, verlat v; mit Prioritdt p;)
5=0 i=1 s=0
< 2n- 5=n
21 Hoeffding n
<

Pr< > a(m) > cn) Ben, 2% o)

s=0

cn
< o~ (clnc—c+1)-n
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Lemma 1.6:

2" —1 2m—1

Pr(E,) = Pr( SZ:%) h(ms) > 2~ven und Sz:%) x(ms) < cn)

< o~ (yIn2—-1-In2—-In(1+7)) cn

Beweis:

P (m) = |{i|x verldBt v; mit Prioritit p; in Phase Ph}| Ph=1,2
h(r) = h'(r)+h*(7)
Beh: V& , Ph=1,2 : Pr(hf"(r) >a) < (%)a_l
Bew: 7 habe v;_; mit Prioritdt p;_; verlassen. = bleibt nur dann einen
weiteren Schritt auf D, wenn es den Knoten v; # v;_; mit Prioritét
p; verliaBt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir betragt (1/2)Pi7Pi-t < 1/2.
Wenn das Paket 7 die Verzogerungsfolge D einmal verlassen hat, so
kann es frithestens in der nichsten Phase wieder auf D treffen.

a—1
Pr(hP(x) > a) < (%)
Der Beweis des Lemmas 1.6 folgt in seinen Grundziigen dhnlichen Beweisen
aus [Mehl] bzw. [Sta], denen eine Uberarbeitung (und Korrektur) der
Arbeit Upfals zu verdanken ist.
Sei ¥ ta(m,) < cn, und sy, ..., 8., 1 seien die Indizes der Pakete, die
eventuell auf die Verzogerungsfolge D treffen. D.h:

Vs & {s1,...,8en1}: x(my) =h'(m,) =h*(7,) =0

Pr(E;) = Pr( > >2yenund > z(m) < cn)

5=0 s=0
2n—1 2n—1

< Pr( > h(ms) > 2yen | Y a(my) < cn)
s=0 s=0
cn—1

< Pr( > (WM (ms,) + WP (m,)) = 2vcn)
j=1
cn—1 cn—1

< Pr( W (ms,) > ycn) + Pr( > Wi (m,) > ycn)
=1 =1
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cn—1

(W02 0]

j=1
cn—1
- ( Jaq, ..., Q-1 mit Z a; = yen und hPh(TFSj) > a; > 0)
j=1
cn—1 cn—1
Pr<z hPh(TI‘Sj) > vcn) < > H Pr(hF"( (ms,) > aj)
jzl ..... acn 1
Z aj =ycn
< (cn+vcn—2) (E)Ziill(aj—l)
- cn — 2 2
< (cn + vcn> 1)“’0”—0’”1
o 2
< 1(6671(1;7)) Lo~ 2 (yen —cn)
- 2 cn
< % —(yIn2—1-In2—-In(1+7%))-c

Pr(E,) < (2 —-1-In2—In(1+7)) cn

Satz I.1:

Das Kommunikationsnetzwerk des n-dim Wiirfels sei mit Prozessoren aus-
geriistet, die pro Zeiteinheit iiber alle Eingangsleitungen gleichzeitig Pakete
empfangen, aber nur ein Paket abschicken kénnen. Dann gibt es eine proba-
bilistische Routingstrategie fiir Permutationsanforderungen, deren Laufzeit
T mit grofer Wahrscheinlichkeit nur O(n) betriagt. Genauer:

VS IR: Pr(T2R~n)§e_S'n.

Beweis: VD = ((v1,p1),..., (v, p)) € DS :

Pr (zl: f(pi,vi) > 27071)

=1
< Pr(E) + Pr(Es)
< e—(clnc—c+1)-n I e—(YM2—-1-In2—1In(147))-cn
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Setze v := 6.
!
Pr<Z f(pi,vi) > 120n> < e_(Cth —c+1)-n + 6—1/2cn

i=1

Pr(T > 12¢n)

l
S Z Pr(z f(p“UZ) Z 120” fur D = ((prl)u vevy (Ul7pl)>)
DeDS i—1
< %,18n_2,e—min{c/2,clnc—c+1}-n

Bei gegebenem S wihle man R so, dafl
S <min{R/24, R/12In(R/12) — R/12+ 1} — 3,

dann gilt:

Pr(TZR~n)§e_S'n.

Bem 1:

Der urspriingliche Beweis von Valiant fiir das Laufzeitverhalten des n-dim
Wiirfels bei Permutationsanforderungen ist von der benutzten Warteschlan-
gendisziplin unabhdingig. Aus dem obigen Beweis 148t sich dieses Resultat
auch gewinnen, wenn man wie Valiant den Prozessoren erlaubt pro Zeitein-
heit {iber alle ausgehenden Leitungen gleichzeitig Pakete zu verschicken.
Ordnet man allen ausgehenden Leitungen der Dimensionen 1 bis n je eine
Warteschlange zu, so entspricht das bisherige Einsortieren der Pakete geméf
ihrer Prioritét in die einzige Warteschlange nun einfach einem Sortieren durch
Fachverteilung auf die n Warteschlangen, weil die Prioritédtszahlen ja zu den
durchlaufenen Dimensionen korrespondieren. Die bisherige Arbeitsweise 143t
sich jetzt dadurch simulieren, dafl jeweils die nicht-leere Warteschlange der
kleinsten Dimension bedient wird. Darf man alle Warteschlangen gleichzeitig
bedienen, so stellt sich sicherlich keine Verschlechterung der Laufzeit ein, und
man erhélt genau die Arbeitsweise von Valiant.

Bem 2:

Eli Upfal spricht in seiner Arbeit iiber die Balancierten Kommunikati-
onsschemata von u—begrenzten Kommunikationsanforderungen, wenn jeder
Prozessor Sender und Empfanger von héchstens p Paketen ist. Da eine
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solche Kommunikationsanforderung sich auf p Permutationsanforderungen
zuriickfithren 148t, kann man in analoger Weise zeigen, dafl fiir die Laufzeit
bei p—begrenzten Kommunikationsanforderungen auf dem n-dim Wiirfel gilt:

VS 3IR: Pr(TZR-u-n)Se_S"u'n.
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Kapitel 11

Fehlertolerantes Routing
mit disjunkten Wegen

Die einfachste Methode, um die Ubertragungssicherheit einer Nachricht zwi-
schen Sender und Empféanger in einem Kommunikationsnetzwerk zu erhchen,
besteht wohl darin, mehrere Pakete mit dieser Nachricht vom Sender zum
Empfanger zu schicken. Wenn man von nicht lokalisierbaren, aber statischen
Fehlern ausgeht, so hat es wenig Sinn, mehrere Pakete iiber dieselbe Route zu
schicken. Man sollte vielmehr die Pakete auf disjunkten Wegen zu ihrem Ziel
befordern, um zu verhindern, dafl mehrere Pakete mit identischer Nachricht
durch ein und denselben Defekt abhanden kommen.

Eine Vervielfachung der Pakete fiithrt zu einem héheren Kommunikations-
aufkommen und wird im allgemeinen das Laufzeitverhalten des Routings
nachteilig beeinflussen. Das n-dim Butterflynetz aus Kapitel I, das aus n - 2"
Prozessoren besteht, kann eine Permutationsanforderung mit hoher Wahr-
scheinlichkeit in Zeit ¢ - n routen (siehe [Upf]). Die Arbeitsweise des n-dim
Butterflynetzes 143t sich aber auch in einfacher Weise 1 zu 1 durch den n-dim
Wiirfel simulieren, wenn man den Prozessoren erlaubt, {iber alle Eingangs-
leitungen Pakete gleichzeitig zu empfangen und iiber alle Ausgangsleitungen
gleichzeitig zu versenden. Von daher ist es plausibel, dafl ein solcher n-dim
Wiirfel sogar eine n—fache Permutationsanforderung in der gleichen Zeit er-
ledigen kann wie eine einfache.

Dies legt folgende Stategie nahe:

Es liege eine Permutationsanforderung auf dem n-dim Wiirfel vor. Wenn
eine Nachricht M vom Knoten s zum Knoten z iibermittelt werden soll, so
packt der Knoten s diese Nachricht in n Pakete 7 ,..., 7, und schickt
diese auf knotendisjunkten Wegen zunéchst zu einem zufillig gewdiirfelten
Zwischenknoten y, in der Hoffnung, daf8 trotz fehlerhafter Ubertragung min-
destens ein Paket mit der Nachricht M bei y ankommt. y seinerseits verfahrt

nun genauso und schickt n Pakete mit der Nachricht M an das eigentliche
Ziel z.

Zur Erleichterung des Laufzeitbeweises wird die gewiinschte Arbeitsweise des
n-dim Wiirfels zunédchst in eine korrespondierende Arbeitsweise auf dem n-
dim Butterflynetzwerk {iibersetzt. Dabei stellt sich heraus, dafl man eine
spezielle Permutationsanforderung fiir das n-dim Butterflynetzwerk erhélt.
Spéater simuliert der n-dim Wiirfel diese Arbeitsweise dann in geeigneter
Form.
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Die Vorgehensweise wird die folgende sein:
1. Definition der knotendisjunkten Wege auf dem n-dim Wiirfel

2. Definition der korrespondierenden Wege im assoziierten
n-dim Butterflynetz

3. Laufzeitanalyse der daraus resultierenden Routingstrategie auf
dem Butterflynetz

4. Simulation dieser Routingstrategie auf dem n-dim Wiirfel

5. Fehlertoleranzeigenschaften dieses Verfahrens

1. Definition der knotendisjunkten Wege im n-dim Wiirfel:

Sei  Ad(s) = (s(n),...,s(1)) die Adresse des Startknotens

und  Ad(z) = (z2(n),...,2(1)) die Adresse des Zielknotens.

Seien di <dy <...<dp die Indizes mit  s(d;) # z(d;)

und dy <dy<...<d, _,  die Indizes mit s(d;) = z(d}).

Dann ergeben sich folgende knotendisjunkte Wege zwischen s und z: (Ein
Weg im n-dim Wiirfel wird durch die Abfolge der zu durchlaufenden Dimen-
sionen charakterisiert.)

1. — k.ter Weg:
Oédl = (dl, dg, Ce dk—l; dk )
Oéd2 = (dg, d3, ‘e dk, d1 )
at = (dy, di, ... dy_2, di_1)

(k+1). — n.ter Weg:

ot = (d,a™,d) fir i=1,...,n—k
{ min{d;|d; > d;} falls existent
m; =
dy sonst

Man zeigt leicht, dafl diese n Wege bis auf Start- und Zielknoten knoten- und
somit auch kantendisjunkt sind. Des weiteren gilt:

Vd=1,...,n : [0 <n+1

Diese n knotendisjunkten Wege auf dem n-dim Wiirfel lassen sich in kanoni-
scher Weise auf das Butterflynetzwerk iibertragen.
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2. Definition der korrespondierenden Wege im n-dim Butterfly-
netz:

Jeder einzelne der n Knoten des Start-Superknotens s wihlt einen Weg zum
Ziel-Superknoten z. Aus jeder Schicht von s fithrt genau ein Weg iiber die
1-Kante heraus, und in jede Schicht von z miindet genau ein Weg iiber die
1-Kante ein.

Die Route des Paketes 7, das vom Knoten (d, s) startet und zum Ziel-Super-
knoten z will, berechnet sich wie folgt:

R(mas) :  (d, 3) (1+dmodn z) fir d=1,...,n

r(i):=s(t)®z(t) fir i=1,...,n

gt = (Lr(d+1),r(d+2),...,7(n),r1),...,r(d—1),r(d)) € {0,111
D.h:

1 fir +=0
B = r((i+d) modn) fir 1<i<n-—1
r(d) fir i=n.

Bem: Falls 3%(1) = 1, 3%(1+1),...,8%n) = 0, so kann man die letzten n — [
Nullen streichen, denn diese stehen nur fiir eine Bewegung des Paketes
7 innerhalb des Superknotens z. Auflerdem gilt nach wie vor, daf} in
jeder Schicht von z genau ein Paket von s ankommt.
Der Weg 3% auf dem Butterflynetz korrespondiert zu dem Weg a? auf dem
n-dim Wiirfel:
al - pd fir d=1,...,n

Die Abb.1 illustriert die Korrespondenz der knotendisjunkten Wege im 4-dim
Wiirfel und im 4-dim Butterflynetzwerk an einem Beispiel:

agelb — (1, 2 3,4,1) « pgelb —(1,1,1,1,1) ~(1,1,1,1,1)
ol =(2,34) o O =(1,1,1,0,0) (1,1,1)
ablan — (3 42 o A _(11,0,1,0) ~ (1,101
a8 — (4 9 3) e BB =(1,0,1,1,0) ~ (1,0,1,1)

Wird der Superknoten z von s zufillig ermittelt, so sind die letzten n Bits
der Route 3¢ des Paketes 74,5, das vom Knoten (d, s) startet, zuféllig:

Pr(5%(:) :1):% fir i =1,...,n.
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Abbildung 1: Tllustration der Korrespondenz der disjunkten Wege im n-dim
Wiirfel und im assoziierten n-dim Butterflynetzwerk.



Weiterhin gilt, dafl die Routen der Pakete, die von unterschiedlichen Super-
knoten starten, voneinander unabhdngig sind. Dies gilt natiirlich nicht fiir
die Pakete, die vom gleichen Superknoten starten.

Um das Routingschema zu vervollstandigen, fehlt noch die Spezifikation der
Prioritatenvergabe.

Sei
R(m): (d,s) = ug #ulﬁd—“l)uzﬁd—@ ...6d—>(n)un+1 = (14 d mod n, 2)
die Route eines Paketes m vom Superknoten s zum Superknoten z.
pa(u;) =1 fiir i=0,...,n.
D.h. die Prioritét ist gleich der Lénge des bereits zuriickgelegten Weges.

3. Laufzeitanalyse:

In [Upf] wurde bereits gezeigt, dal das n-dim Butterflynetzwerk eine Per-
mutationsanforderung mit grofler Wahrscheinlichkeit in Zeit O(n) erledigen
kann. Dabei schickt jeder der n - 2" Prozessoren ein Paket zu einem Zielpro-
zessor. Im Laufzeitbeweis von Upfal wird allerdings die Unabhdngigkeit aller
Routen vorausgesetzt, was hier leider nicht gegeben ist. Trotzdem lif3t sich
der Beweis iibertragen, wie im folgenden gezeigt wird.

Aufgrund der Symmetrie zwischen 1. und 2. Phase geniigt es, sich auf die
1. Phase zu beschrinken.

Die Routen der Pakete sind so geartet, dafl alle Pakete im 1. Schritt ei-
ne 1-Kante benutzten. Nach Ablauf der 1. Zeiteinheit hélt sich also an
jedem Knoten genau ein Paket auf, das die weiteren n Schritte, wie oben
definiert, durchlauft. Im folgenden wird nun nur noch dieser Teil des Rou-
tings untersucht. Sei Tpp; die Laufzeit fiir die 1. Phase, dann ist es das Ziel,
Pr(Tpp1 — 1 > ~yen) abzuschitzen.

Man benutzt auch hier das Beweisprinzip der kritischen Verzégerungsfolge.

Lemma II1.1:

Die Zahl der moglichen kritischen Verzogerungsfolgen D = (wy, wa, ..., wy,)
ist beschréankt durch:
|DS| <

‘n-6".

W

Bewelis:

n ist die groffite vorkommende Prioritdt. Fiir w, kommt jeder der n - 2"
Knoten des Netzes in Frage. Bei gegebenem w; gibt es fiir w;_; jeweils
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3 Moglichkeiten, da jeder Knoten im Netz nur 2 Vorgédnger hat. Also:
|IDS| <n-2"-3"1.

Lemma I1.2:

f(p,w) bezeichne die mittlere Anzahl der Pakete, die den Knoten w mit
Prioritédt p verlassen, dann gilt:

Vp:1<p<n,VweV:flpw) =1,

wenn eine Permutationsanforderung vorliegt.

Bewelis:

Sei w € V beliebig und 1 < p <n.
Die Behauptung ist sicherlich richtig fiir p = 1, da genau 1 Paket jeden
Knoten mit Prioritdt 1 verldfit. Pakete, die den Knoten w mit Prioritit
p > 1 verlassen, miissen genau p — 1 Schichten vor w gestartet sein. Weil sie
von unterschiedlichen Superknoten abstammen, sind ihre Routen unabhdngig
voneinander. Im bindiren Baum, der in der Wurzel w endet, gibt es 2P~1
Knoten, die p — 1 Schichten vor w liegen. Ein Paket, das von einem dieser
Knoten ausgeht, erreicht den Knoten w mit Wahrscheinlichkeit (1/2)P~!.
Also gilt:

flp,w) =271 (1/2)P7 = 1.

|
Das nun folgende Lemma definiert neue, dem Problem angepafite Zufallsva-
riable. Deren Eigenschaften gestatten es, mit den gleichen wahrscheinlich-

keitstheoretischen Sétzen zu arbeiten, wie dies schon im Kapitel I geschehen
ist.

Lemma I1.3:

Sei D = (wq,ws,...,w,) eine fest vorgegebene kritische Verzogerungsfolge,
wie in Lemma 1.2 definiert.

x(s) := Anzahl der Pakete, die vom Superknoten s starten, und auf D
treffen, d.h. einen Knoten w, mit Prioritdt p passieren.
Dann sind die x(s) unabhingige Zufallsvariable und z(s) € {0, 1}.

Beweis:

Die Unabhéngigkeit der x(s) folgt unmittelbar daraus, daf jeder Superknoten
s zufillig seinen Zwischen-Superknoten z wiirfelt.
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Sei 7(q,s) das Paket, das vom Superknoten s aus Schicht d startet.
Ann: 3 mg,), T4 mit d # d', so daB

T(d,s) VerlaBit w; mit Prioritdt [

T(@,s) verlafit wy, mit Prioritdt &

R(W(d,s)): (d,s) = U0$U1—>u2%---%ul = w; — ...
R(mgg): (d's) = uy =, — U, — . — ), = wy— ...

0.B.d.A.sei k <1
wy liegt im bindren Baum der Tiefe n — 1, der von der Wurzel u; ausgeht,
weil [ug — wy| =1—-1<n-—1.

Sch(ui) =1+dmodn , Ad(uy) = (s(n),...,s(d),...,s(1))

wy liegt auch im bindren Baum der Tiefe n—1, der von der Wurzel u} ausgeht,
weil |uf — wi| = k — 1 und |wy, — wy| < I — k, als Teil der kritischen
Verzogerungsfolge.

Sch(u}) =1+d modn , Ad(u)) = (s(n),...,s(d),...,s(1))

Dies ist ein Widerspruch, da die binéren Baume B,, mit Wurzel u; und By,
mit Wurzel u} der Tiefe n — 1 knotendisjunkt sind. Die Abb.2 verdeutlicht
diesen Sachverhalt am Beispiel des 4-dim Butterflynetzes fiir den Fall s = 0
und uy, v} € {(1,8),(2,1),(3,2),(4,4)}.

Bez: [ ]
a:b falls a <b
1<a,b<n: <a-b>"_{[1:b]u[a:n] falls a>b
Beh: By, N By = 0
Ann: 3(i,v) € By, N By,

(i,v) € By, = v(d)=s(d)
(i,v) € By = v(d) = s(d),

da B,, und B,; nur Tiefe n — 1 haben.

(i,v) € By, und v(d)=s(d) = i€ (l+d modn:d),
(i,v) € By und wv(d)=s(d) = i€ (l+dmodn:d),

Dies ist ein Widerspruch, da fiir d # d’ gilt:
(1+d modn:d),N{l+dmodn:d),=0.
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Abbildung 2: Knotendisjunkte Biéume im Butterflynetz

Lemma 11.4:
an_1
E, = (Z x(s) > cn)
s=0
Pr(E) < —(clne—c+1)-n
Beweis:

Zi o z(s) gibt die Anzahl der Pakete an, die auf die kritische Verzogerungs-
folge treffen. Da die x(s) unabhéngige 0-1-wertige Zufallsvariable sind, kann
man auch hier den Satz von Hoeffding iiber unabhéngige Poissonversuche
anwenden. Dazu mufl man die mittlere Trefferwahrscheinlichkeit bestimmen:

z(s) =1 <= F1<d,p<n: m verliBt w, mit Prioritét p

<= J1<p<n: mqp),s verlaft w, mit Prioritdt p

wobei d(p) =1+ (n+ Sch(w,) —p — 1) mod n,

denn nur ein Paket, das p Schichten vor w, startet, kann w, mit Prioritédt p
verlassen.

n
Pr(z Z I(7(a(p),s) verlaBt w, mit Prioritét p)
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Wegen Lemma I1.2 gilt:

-1
Z Pr(7ap),s) verlaBt w, mit Prioritit p) = 1.
s=0

Also gilt fiir die mittlere Trefferwahrscheinlichkeit:

2n—1 n 2"—1
> Pr(x(s) =1) <> > Pr(mup),s verldt w, mit Prioritit p) <n
s=0 p=1 s=0

2n—1 Hoeffding
<

Pr( > a(s) > cn) < B(cn, 2", 2_7;)

5=0
Cheénoff <2" : %)cn n—n
cn
< —(clnc—c+1)-n

Lemma I1.5:

h(m) := |{p|m verlaBt w, mit Prioritét p}|

271 n on_1
Pr(E,) = Pr( SN h(mas) = yenund > x(s) < cn>
5=0 d=1 s=0

< o~ (yIn2—-1-In2—In(1+7))-cn

Bewelis:

Beh: Vr : Pr(h(m)>a) < (§)"

Bew: Die Behauptung ist sicherlich richtig fiir a < 1. Wenn das Paket m
den Knoten w,_; mit Prioritdt p — 1 verldt, dann erreicht es den
Knoten w, mit Wahrscheinlichkeit < 1/2. Hat ein Paket die kriti-
sche Verzogerungsfolge D erst einmal verlassen, so ist dies endgiiltig.
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Paket m a oder mehr Knoten der
Verzogerungsfolge mit der entsprechenden Prioritét passiert, gilt also:

Pr(h(r) > a) < (%)H |
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Um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ey abzuschétzen, kann man nun
genauso wie im Lemma 1.6 verfahren:

Unter der Bedingung, dal 32 ' x(s) < cn, ist die Zahl der Pakete, fiir die
h(m) > 0, stark eingeschrénkt. Die Pakete, die eventuell auf D treffen, mégen
von den Knoten (dy, $1), ..., (den—1, Sen—1) gestartet sein. Die Zufallsvariablen
h(7(a,.s;)) sind unabhdingig voneinander, da alle Pakete, die auf D treffen, von
verschiedenen Superknoten gestartet sind: s; # s; fiir ¢ # j.

cn—1

Pr(E,;) < Pr( Z h(ma,,s;)) = yen)
j=1

B
Satz II.1:

Sei T' die Gesamtlaufzeit der probabilistischen 2-Phasen Routingstrategie mit
knotendisjunkten Wegen auf dem Butterflynetzwerk. Dann gilt:

VSIR:P(T>R-n+2)<e M,

Bewelis:

Fiir Phase 1 gilt:
V D= (wl,wg,...,wn) e DS

> Z M) = z F(p.wy)
Pr(i f(p,wp) > vcn)
< Pr(E7) + Pr(Es)

< e—(clnc—c+1)-n i e—(YM2—-1-In2—1In(147))-cn

Setze v := 6.

PT(Z f(p,wp) > 6cn> < e—(61nc —c+1)-n n 6_1/20”

p=1
PI‘(Tphl > 6cn + 1)
< Y Pr(Z f(p,wp) > 6¢en fir D = (wy,ws, ... ,wn))

DeDS p=1

Lo e .- min{c/2,cluc—c+ 1} -n
3

IN

31



Aufgrund der Symmetrie zwischen 1. und 2. Phase gilt:
PI'(Tphl Z 6cn + 1) = PI‘(Tth Z 6cn + 1)
Die Gesamtlaufzeit T' = Tpy1 + Tppo 148t sich also wie folgt abschétzen:

Pr(T > 12en +2) < Pr(Tpu > 6en +1) + Pr(Tppa > 6en + 1)
2_2~n,6n,€—min{c/2,clnc—c+1}~n

IN

—min{c¢/2,clnc—c+1} -n+3

IN

e
Bei gegebenem S wihle man R so, daf3
S <min{R/24, R/12In(R/12) — R/12+ 1} — 3,

dann gilt:
P(T>R-n+2) <e ? .

4.Simulation der Routingstrategie auf dem n-dim Wiirfel:

Die Knoten (1,v),(2,v),...,(n,v) des Superknotens v des n-dim Butterfly-
netzwerkes werden durch den Knoten v im n-dim Wiirfel simuliert. Dazu
braucht der Knoten v n interne Warteschlangen, die gleichzeitig bedient wer-
den konnen. Die Verwaltung der Pakete in diesen Warteschlangen hat genau
so zu geschehen, dafl die Arbeitsweise des entsprechenden n-dim Butterfly-
netzwerkes nachgebildet wird.

5. Fehlertoleranzeigenschaften:

Ist der n-dim Wiirfel mit Prozessoren ausgestattet, die pro Zeiteinheit iiber
alle einlaufenden Leitungen gleichzeitig empfangen und {iber alle auslaufen-
den Leitungen gleichzeitig senden konnen, so kann er mit Hilfe der randomi-
sierten 2-Phasen Routingstrategie eine Permutationsanforderung mit grofler
Wahrscheinlichkeit in Zeit O(n) erledigen, selbst wenn jede Nachricht in Pa-
ketform auf n disjunkten Wegen vom Sender zum Empfanger iibertragen
wird.

In welcher Weise wird durch diese Strategie die Fahigkeit erhoht, Fehler” zu
tolerieren?

Ein einfaches Fehlermodell:

Die Ubertragung einer Nachricht iiber eine Verbindungsleitung (Kante im
Netz) kann gestort oder gar unmdoglich sein. Es ist im folgenden nicht not-
wendig, dafl ein sendender Prozessor feststellen kann, ob er von seinem Ge-
geniiber empfangen wird. Pakete, die iiber eine defekte Kante geschickt
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werden, sind als verloren anzusehen. Jede Kante sei mit der Ausfallwahr-
scheinlichkeit ¢ behaftet. Zur Vereinfachung wird angenommen, daf§ es sich
um statische Kantenfehler handelt. Modellhaft kann man von folgender Si-
tuation ausgehen: Vor Ausfiithrung des Routings wiirfelt jede Kante, ob sie
defekt ist oder nicht. Defekte Kanten bleiben wihrend des gesamten Rou-
tings defekt, und intakte Kanten bleiben intakt. Im Mittel gibt es also ¢-n2"
defekte Kanten im Netz, die zufillig verteilt sind.

In diesem Modell 148t sich leicht ausrechnen, wie klein die Kantenausfall-
wahrscheinlichkeit ¢ sein mufl, damit alle Nachrichten mit grofler Sicherheit
ihr Ziel erreichen.

Die Analyse der Ubertragungssicherheit der Nachrichten verliuft fiir beide
Phasen des Routings analog:

Sei (m(q,s | Phl) das Ereignis, dafi das d-te Paket, das vom Knoten s star-
tet, aufgrund von Ubertragungsfehlern oder Leitungsdefekten wéhrend der
Phase 1 verlorengeht.

R(m@as) s — 2 fir d=1,...,n

s —

1.Phase

(M | Phl) bezeichne das Ereignis, daf§ die Nachricht des Knotens s ihr Ziel
z wihrend der 1.Phase nicht erreicht. Weil alle Pakete (1 ,),..., T4y die
Nachricht M transportieren und ihre Routen kantendisjunkt sind, gilt:

VO<s<2"—1: Pr(M,]| Phl) <[] Pr(mas | Phl)
d=1

Sei dist(s, z) = k > 1, dann gibt es k Pakete, deren Route die Lénge k hat,
und n — k Pakete, die einen Weg der Lénge k + 2 zuriicklegen.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Paket auf einem Weg der Lénge [ verschollen
geht, ist <[ - ¢, weil die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir eine Kante im Netz ¢
sein soll.

Pr(M, | Ph1) < (kq)*-((k+2)q)" "
< (ng)"
Pr(M, |) < Pr(M,| Phl)+Pr(M, | Ph2)
< 2-(ng)"

Pr(30 <s<2"—1: M |) < 2"-2(ng)" =2-(2nq)"

IN

—S-n 1
2e falls ¢ < 5meS



D.h. um zu erreichen, dafl mit Wahrscheinlichkeit 1 —2e~°" alle Nachrichten
ihr Ziel erreichen, muf die Ausfallwahrscheinlichkeit ¢ < 1/(2ne®) sein.

Satz I1.2:

Die randomisierte 2-Phasen Routingstrategie mit knotendisjunkten Wegen
ist auf dem n-dim Wiirfel in der Lage, alle Nachrichten einer Permutations-
anforderung mit Wahrscheinlichkeit 1 —2e™5" an ihr Ziel zu beférdern, wenn
im Modell der statischen Kantenfehler die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir eine
Kante < 1/(2ne”) ist.

Bem: Die Laufzeit dieser Routingstrategie bleibt trotz des n-fachen Kom-
munikationsaufkommens linear in n (siehe Satz I1.1). Dies ist insbe-
sondere darauf zuriickzufithren, dafl ein Prozessor iiber alle ein- und
ausgehenden Leitungen gleichzeitig Pakete empfangen bzw. senden
kann. Die interne Belastung eines Prozessors nimmt aber schon um
das n-fache zu.
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Kapitel I1I

Fehlertolerantes Routing
mit lokalen Umwegen

1. Deterministisches Routing mit lokalen Umwegen

Der im vorherigen Kapitel eingeschlagene Weg zur Erhohung der Ubertra-
gungssicherheit von Nachrichten mittels disjunkter Ubertragungswege scheint
immer dann angebracht zu sein, wenn die defekten Stellen im Netz nicht er-
kennbar sind. In der Regel wird ein Prozessor jedoch beurteilen konnen,
ob er iiber eine bestimmte Leitung mit dem Prozessor am anderen Ende
in korrekter Weise kommunizieren kann. Unter der Annahme, dafl nur Lei-
tungsdefekte vorliegen, kann ein Prozessor v, der ein Paket iiber eine defekte
Leitung v — w an w verschicken mochte, versuchen, dieses Paket iiber einen
moglichst kurzen Umweg U, ,, an w zu iibermitteln. Dieses Vorgehen stellt
eine Form der adaptiven Routenwahl dar, denn je nach der vorliegenden Feh-
lersituation kann ein Prozessor die Route eines Paketes so abwandeln, daf3
fehlerhafte Leitungen des Netzes lokal umgangen werden.

Untersucht man wieder das Routing von Permutationsanforderungen auf
dem n-dim Wiirfel, so stellt sich die Frage, wie man die bewéhrten Rou-
tingstrategien so abwandeln kann, dafl Pakete vor fehlerhaften Leitungen
umgelenkt werden. Wie mufl das Gesamtsystem der Umwege — falls ein sol-
ches iiberhaupt existiert — beschaffen sein, damit die resultierende Laufzeit
akzeptabel bleibt?

Betrachtet man das deterministische Routing mit BITONIC-SORT auf dem
n-dim Wiirfel (siehe Kapitel I), so erkennt man, daf zu jedem Zeittakt nur die
Kanten einer bestimmten Dimension d zum Paketaustausch benutzt werden.
Ist nun die Kante der Dimension d vom Knoten v zum Knoten w defekt, so
kann man auf die dazu benachbarten Kanten der Dimension d ausweichen,
um einen Pakettransfer von v nach w zu erméglichen. Es ergeben sich n — 1
kiirzeste Umwege der Lénge 3:

v-L w  sei defekt
; i d i ; , ,
Upw: v—u—u,—w fir 1<i<n,i#d

Sei q die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir eine Kante im Modell der statischen
Kantenfehler, dann stellt sich die Frage, wie grofl die Wahrscheinlichkeit
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dafiir ist, daf zu jeder defekten Kante im n-dim Wiirfel ein intakter Umweg
der obigen Form existiert.

Pr(U;,, defekt)
Pr(U;,, defekt Vi)

3q

<
< (3¢

Pr(3v — w defekt und U}, defekt Vi)

1
<n2"-q-(3¢)" < e_S Tofalls g < -

.eS

Wenn man die Kantenausfallwahrscheinlichkeit ¢ auf < 1/(7-¢) beschrinken
kann, so existiert also mit hoher Sicherheit 1 —e~°" ein Umweg der Linge 3
zu jeder defekten Kante im Netz.

Wenn zu jeder defekten Kante v; 4w, zufillig ein Umweg Uf;hwi gewahlt
wird, so kann es passieren, dafl mehrere Umwege ein und dieselbe Umweg-
kante der Dimension d benutzen.
z.B: ' '

Uzimwi: v = u 5 s 1#£d
Wenn 0 < v < n —1 Unwege gemeinsam die Kante u SN benutzen, so
dauert es im Fall von BITONIC-SORT, wegen des sich bildenden Staus auf
dieser Kante, v + 2 Zeiteinheiten, bis alle Knoten v; ihre Pakete zu den w;
geschickt haben. Dies war vorher in einer Zeiteinheit zu schaffen.

Um eine solche Situation zu vermeiden, mufl man die Auswahl der Umwege
koordinieren. Die geringste Verzogerung erhélt man offensichlich, wenn {iber
jede intakte Kante v —— u’ héchstens ein Umweg Uly:v—u w4
w fithrt. Wenn dies nicht moglich ist, so sollte man zumindest versuchen, die
Anzahl der Umwege zu minimieren, die iiber intakte Kanten fithren, um so
die Zusatzbelastung moglichst gleichméfig zu verteilen.

Ein Umwegesystem obiger Form fiir alle defekten Kanten im n-dim Wiirfel
soll y—konjunkt heilen, wenn iiber jede intakte Kante hochstens v Umwege
fithren, die diese Kante als zweite Umwegkante benutzen.

Abb.3 zeigt ein 3-konjunktes und Abb.4 ein 1-konjunktes Umwegesystem auf
dem 4-dim Wiirfel bei gleicher Verteilung der Kantenfehler. Die unterbrochen
gezeichneten Kanten (0 — 2),(9 — 11) und (5 — 7) seien fehlerhaft. In
Abb.3ist Ups: (0 1 —-3—2),Ug1; : (9 —1—3—11) und Us7: (5 —
1—-3—7). InAbb4ist Upp: (0 >4 —6—2),Uys1:(9—1—3—11)
und Us7: (5 — 13 = 15— 7).

Die Koordination der Umwege fiir defekte Kanten der Dimension d kann
z.B. so geschehen, dafl man versucht, iiber jede intakte Kante der Dimension

36



0010

0000

0010

0000

0110

1110 1111
0011
1010 F1011
1
1100 1 11
, il
0100 1
1
1
1000 1001
0001
Abbildung 3:
0110
1110 1111
0011
1010 1011
1
1100 1 110
1
0100 [l
1
1
1000 1001
0001

Abbildung 4:

37

0111

0101

0111

0101



d nur einen Umweg zu lenken. Dies fiihrt zu folgendem Perfect-Matching-
Problem auf dem bipartiten Graphen BGY, dessen Knoten die Leitungen
der Dimension d repréasentieren, und dessen Kanten andeuten, iiber welche
Leitungen Umwege gefiithrt werden koénnen:

BG? = (BV? BE?)
BVY = El,UEj; mit E},=FE’NE; ud Ej,; = E'N Eyy

int int

BEY = {((v,w), (u,u)) | (v,w) € BL; und v — u ~L o' > w intakt}

Existiert auf dem Graphen BGY fiir d = 1,...,n ein Matching, so hat man
ein 1-konjunktes Umwegesystem gefunden. Da dies nicht immer der Fall sein
muB, sollte man versuchen ein y—konjunktes Umwegesystem mit kleinst-
moglichem ~ zu bestimmen. Dies kann z.B. wie folgt geschehen:

1. Konstruiere aus dem bipartiten Graphen BG¢ einen Flufigraphen

FGY = (FV® FEYs,t c,) mit

FV? = BV'U{s,t} mit s,t ¢ BV*

FE' = BE'U{s} x ES,; UE%, x {t}
s steht fiir die Quelle und ¢ fiir die Senke des FluB3graphen. Die Quelle s
wird mit allen Knoten des bipartiten Graphen verbunden, die defekte
Leitungen der Dimension d reprisentieren und die Senke ¢ mit allen
Knoten fiir intakte Leitungen der Dimension d.

Zur vollstdndigen Definition eines Fluigraphen gehort des weiteren eine
Kapazititsfunktion c,,.

Com FE'd — N
. [ 1 fir ee BEU{s} x Egef
mit  cp,(e) = { m fir e¢€ Eidnt x {t}

2. Suche das kleinstmogliche m, das es noch erlaubt, einen Flufl der Grofle
f =|Eg.;| von s nach ¢ zu transportieren.

Die Konstruktion ist so beschaffen, dafi der maximale Flufl maz flow(FG%) <
|E.f| ist. Wenn fiir ein 1 < m < n gilt, daB maxz flow(FGS,) = |Ej, ;| ist,
dann impliziert das gleichzeitig, dafl {iber jede intakte Kante der Dimension
d hochstens m Umwege gefithrt werden miissen. Dies sind gerade die Um-
wege, reprisentiert durch eine Kante e € BE?, fiir die f(e) = 1 gilt. (Da
die Kapazititen ¢,,(e) € Ny sind, 148t sich ein maximaler FluB f,..(e) € Ny
bestimmen. Die wichtigsten Algorithmen fiir Fluprobleme findet man z.B.
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in [Meh2].) Da maxflow(FGY, ) < mazflow(FG%,) fiir m; < mo, 148t
sich das Minimum v* = min{m/|maz flow(FG%) = |EJ,|} durch Binsrsuche
bestimmen. v ergibt sich dann als v = max{y%d = 1,...,n}.

Setzt man zur Bestimmung eines y—konjunkten Umwegesystems fiir den n-
dim Wiirfel mit moglichst kleinem - den oben beschriebenen Algorithmus
ein, so hat das den Nachteil, dafl man globale Information iiber den Zustand
des Netzes braucht. Zudem wére die Laufzeit eines sequentiellen Algorith-
mus relativ grof§ (exponentiell in n). Deshalb sollte es das Ziel sein, einen
parallelen Algorithmus zu benutzen, der mit lokalem Wissen schnell ein geeig-
netes Umwegesystem bestimmen kann, indem er z.B. das oben beschriebene
Matching-Problem 16st, um ein 1-konjunktes Umwegesystem zu erhalten.

Da man aufgrund der zufilligen Verteilung der Kantenfehler ohnehin nicht
gewahrleisten kann, dafl stets ein Umwegesystem existiert, mag es ausrei-
chen, auf einen heuristischen Algorithmus zu vertrauen, der bei nicht allzu
hoher Kantenausfallwahrscheinlichkeit fast immer ein solches Umwegesystem
schnell bestimmen kann.

Jeder Knoten v, von dem eine defekte Kante v —%, w der Dimension d
ausgeht, fiihrt gemeinsam mit allen anderen Knoten des Netzes folgendes
Programmstiick aus, um einen Umweg U, ,, fiir diese Kante zu finden.

/¥ Y u -5 o intakt: frei(u, w') = true */
/¥ v % w defeks */

Uy := nil;
1:=14d mod n;
repeat

if v — u; 5 ) — w intakt and frei(u;, v}) = true

then frei(u;, u) := false;
Upw = (v — 1y , uh —— w)

fi;

t:=14+7modn
until ¢=d or U,,, # nil

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl zu einer defekten Kante v 5w
nach Ablauf dieses Programms noch kein intakter Umweg (U, ., = nil) ge-
funden wurde?

Sei g(k) die Wahrscheinlichkeit, dafl zu einer defekten Kante nach dem k-
ten Schritt noch kein intakter freier Umweg gefunden ist, und f(k) sei die
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Wahrscheinlichkeit, dafl eine intakte Kante nach dem k-ten Schritt reserviert
ist. Dann gilt:

fa < q,

flk+1) < f(k)+q-gk),
g(1) < 3q,

glk+1) < g(k)-(3q+ f(k)) .

Denn eine intakte Kante ist nach k 4 1 Schritten reserviert, wenn sie nach k
Schritten schon reserviert war oder wenn sie im (k4 1)-ten Schritt reserviert
wird. Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit < ¢, wenn es eine entsprechend
benachbarte defekte Kante gibt, die in den k bisherigen Schritten noch keinen
freien intakten Umweg gefunden hat.
Eine defekte Kante hat nach k + 1 Schritten noch keinen freien intakten
Umweg gefunden, wenn das nach k Schritten der Fall war und wenn sie im
(k 4 1)-ten Schritt keinen solchen Umweg findet. Dies ist der Fall, wenn der
entsprechende Umweg defekt ist, oder wenn dieser schon reserviert ist.
Beh: 3c,d,ge R : g(k) <(cq)f und f(k)<dq.
Bew: (durch Induktion nach k)
k=1: Die Beh. ist richtig fiir ¢ > 3 und d > 1.
k—k+1:

glk+1) < (cq)*- (3¢ +dq) < (cq)™"

falls 3+d<c.

FOG+1) = f0G) < q-(cqf fir 1<j<k,

D=5 = LG+~ FG) S0 (e

J

f+1) < )+ g 3 (ea)

1

T
1l—cqg— 1—cq
d—1
fall < — .
alls ¢ < T

IN

q+q

Setze ¢ = 5 und d = 2, dann gilt fir ¢ < 1/10:

g(k) < (5¢)* und f(k) <2q.
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Vd=1,....,n:
Pr(3 (v — w) € Ejef und U, ,, = nil)

1 1
< 02 = 5100 s g% g

Pr(3 (v = w) € Egey und U, ,, = nil)

1
< 210" < (11" < €5 falls ¢ < .

le®
Lemma I1I1.1:
Wendet man den heuristischen Matching-Algorithmus nacheinander fiir alle
Dimensionen d = 1,...,n an, so findet sich zu allen defekten Kanten mit

Wahrscheinlichkeit 1 — e ein intakter Umweg, wenn die Kantenausfall-
wahrscheinlichkeit ¢ < 1/(11e”) ist. Und das berechnete Umwegesystem ist
1-konjunkt.

Hat man erst einmal fiir einen n-dim Wiirfel mit Kantenfehlern ein y—kon-
junktes Umwegesystem berechnet, so kann man das deterministische Routing
mit BITONIC-SORT unter Beachtung der richtigen Synchronisation auf die-
sem Netzwerk mit Verzogerungsfaktor v + 2 ausfiihren, weil fiir einen Pa-
kettransfer zwischen zwei benachbarten Prozessoren nun statt einem Schritt
bis zu v + 2 Schritte benotigt werden.

Bem: In dieser Weise lé3t sich jeder ASCEND-DESCEND-Algorithmus mit
Verzégerungsfaktor v + 2 auf einem defekten n-dim Wiirfel mit v—-
konjunktem Umwegesystem durchfiihren.

2. Probabilistisches Routing mit lokalen Umwegen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde gezeigt, wie man auf einem n-
dim Wiirfel trotz einiger Kantenfehler eine Permutationsanforderung routen
kann. Dabei erwies sich die Methode der lokalen Umwege als niitzlich, und
die Hauptaufgabe bestand darin, fiir eine Koordination der Umwege zu sor-
gen, um so von vorne herein einen staufreien Paketfluf {iber die Umwege zu
garantieren. Dieses ganze Konzept scheint auf den ersten Blick nur fiir eini-
ge spezielle Routingstrategien auf dem n-dim Wiirfel zugeschnitten zu sein,
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die pro Zeittakt nur die Kanten einer festen Dimension zur Kommunikation
benutzen.

Dieser Abschnitt versucht, das Prinzip der lokalen Umwege auch auf das pro-
babilistische Routing auf dem n-dim Wiirfel — wie es in Kapitel I beschrieben
ist — zu iibertragen. Die Hoffnung besteht dabei darin, dafl man mit den Um-
wegsystemen des vorherigen Abschnitts und dem probabilistischen Routing
eine Laufzeit linear in n fiir Permutationsanforderungen erzielen kann, selbst
wenn einige Verbindungsleitungen im Netz defekt sind.

Ein solches Ergebnis kann man mittels allgemeinerer Uberlegungen erhalten.
Diese gehen der Frage nach, welche Eigenschaften ein ”brauchbares” Umwe-
gesystem fiir ein beliebiges Kommunikationsnetz mit Leitungsdefekten haben
sollte. Die Grundidee besteht wieder darin, die Arbeitsweise des intakten
Netzes auf dem defekten Netz unter Benutzung der Umwege zu simulieren
und moglichst wenig Zeit dabei zu verlieren.

Um die Simulation formal exakt beschreiben zu koénnen, ist es notwendig
genau festzulegen, wie die Prozessoren im intakten und defekten Netz beim
Routen einer Kommunikationsanforderung arbeiten. Was die Arbeitsweise
der Prozessoren im intakten Netz betrifft, so werden die in Kapitel I schon
eingefithrten Notationen benutzt:

G = (V,E) sei ein beliebiger Kommunikationsgraph. Das Innenleben der
Prozessoren sei so eingerichtet, dafl eintreffende Pakete, die gleichzeitig tiber
alle Fingangsleitungen empfangen werden konnen, in eine einzige Warte-
schlange geméf ihrer Prioritét eingereiht werden. Zu einem Zeittakt wird nur
das erste Paket dieser Warteschlange abgeschickt. Eine Kommunikationsan-
forderung wird dadurch spezifiziert, dafl fiir jedes zu transportierende Paket
7 eine Routenfunktion d, und eine Prioritdtsfunktion p, festgelegt wird. d,
und p, sind nur partiell auf der Knotenmenge V' definiert. Man kann die
Prioritatsfunktionen p ohne Schwierigkeit so wéhlen, dafl gilt: p./(v) # p.(v)
fir 7/ # 7 und v € V. (Man wihle gegebenenfalls als neue Prioritdt das
Paar aus alter Prioritét und Paketnummer!) Dadurch ist bei jedem Schritt
eindeutig bestimmt, welches Paket einen Prozessor verlafit.

R(m): vo— v — ... > v_1— v,
start(m) = vy , ziel(w) = v,
mit (v, —v;) € Efiri=1,...,1.

Op(vig) =v; fir i=1,...,01 ; ()= ¢V,

pr(v;) = Prioritdat des Paketes 7 am Knoten v;
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Arbeitsweise:

M(w)(t) = Menge der Pakete, die sich zum Zeitpunkt ¢ in der

Warteschlange des Knotens w befinden.

7w falls Vo' € M(w)(t): pr(w) > pr(w)
first M (w)(t) = {<> falls M (w)(t) =0 ! !

VweV: Mw)(t+1) = M(w)()\ {firstM(w)(t)} U

{m|3v: 0(v) = w und 7 = first M (v)(t) }
M(z)(t) U

{m|3v : 0;(v) = x und 7 = first M (v)(t)}

M(z)(t + 1)

Die Einfithrung des zusétzlichen Knotens x ¢ V dient lediglich zur Beschrei-
bung des Umstandes, da3 Pakete, die ihr Ziel erreicht haben, aus der War-
teschlange des Zielknotens herausgenommen werden.

Wenn M (w)(0) die Anfangsverteilung der Pakete zu Beginn des Routings
beschreibt, dann 148t sich die Gesamtlaufzeit des Routings wie folgt charak-
terisieren:

T = min{t|M(z)(t) = |J M(w)(0)}

weV

Zerfallt die Kantenmenge E = Ej,; U Eg.¢ in die intakten und defekten Kan-
ten, so ist es das Ziel, ein Umwegsystem fiir die defekten Kanten zu schaffen,
so daBl das defekte Netz das intakte Netz Schritt fiir Schritt simulieren kann.
Der Paketaustausch, der im intakten Netz wihrend eines Zeittaktes stattfin-
det, wird im defekten Netz erst nach mehreren Schritten erreicht, da manche
Pakete iiber die Umwege gelenkt werden miissen.

Eine giinstige Situation liegt sicherlich dann vor, wenn die Umwege mdoglichst
kurz und knotendisjunkt sind, denn dann kann es zu keinerlei Kon-
flikten kommen, und man kann bei der Simulation offensichtlich einen
Verzogerungsfaktor erreichen, der der Lange des lingsten Umweges ent-
spricht.

Bei der Simulation eines Schrittes kann ein flieBender Pakettransfer ohne
Staus aber auch dann gewéhrleistet werden, wenn Pakete gemeinsam be-
nutzte Umleitungsstrecken zeitlich versetzt passieren, wie folgende Beispiele
in Abb.5 verdeutlichen sollen:

Die farbigen Zahlen geben an, zu welchen Zwischenzeitpunkten ein Paket auf
seinem Umweg die entsprechenden Knoten passiert. Die gleichfarbigen Zah-
len entlang eines festen Umweges bilden eine monoton steigende Folge, und
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Abbildung 5:

die Zahlen, die sich auf einen Knoten beziehen, sind paarweise verschieden.
Die grofite vorkommende Zahl — im folgenden Dilatation genannt — entspricht
dabei dem Verzogerungsfaktor bei der Simulation. Deshalb ist es das Ziel,
ein Umwegesystem mit moglichst kleiner Dilatation zu finden.

Da die Prozessoren im intakten Netz pro Zeittakt hochstens ein Paket
abschikken, lassen sich die Bedingungen fiir brauchbare Umwegsysteme noch
etwas abschwéchen:

Umwege, die vom gleichen Knoten starten, diirfen offensichtlich ein gemein-
sames Anfangsstiick haben (siehe Abb.6 (links)), da dieses Stiick bei der
Simulation eines Kommunikationsschrittes von hochstens einem Paket be-
nutzt wird. Es stellt sich heraus, dafl der hierzu symmetrische Fall, wie er in
Abb.6 (rechts) angedeutet ist, ebenfalls zugelassen werden darf. Dies bereitet
jedoch eine kleine Schwierigkeit: Wenn die Dilatation des Umwegesystems d
ist, dann kann man bei der Simulation eines Schrittes nicht mehr fordern, daf3
alle Pakete, die im intakten Netz einen bestimmten Prozessor w erreichen,
diesen Prozessor im defekten Netz auch nach d Zeittakten erreicht haben.
Man kann aber sicherstellen, dafl das Paket mit der kleinsten Prioritdt, das
als nédchstes den Prozessor w im intakten Netz verlassen wird, im defekten
Netz beim Prozessor w rechtzeitig ankommt: Die Prioritdt eines Paketes auf
seinem lokalen Umweg im defekten Netz wird mit der Prioritét identifiziert,
die dieses Paket am Endknoten des Umweges hat. Treffen mehrere Pakete
gleichzeitig auf einen Umwegknoten, so wird — wie {iblich — das Paket mit
der kleinsten Prioritét weitergeschickt, und die iibrigen warten dort bis zum
entsprechenden Zwischentakt des néchsten Simulationsschrittes.

Diese Uberlegungen fithren zum Begriff des knoten-konfluenten Umwegesy-
stems:
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Abbildung 6:

(1) Knoten-konfluentes Umwegesystem mit Dilatation d:

Es sei

0= (00, 04) : Eaep— (VU{o})!
("2 Edef—>VU{<>} V()Sféd

Fir (v — w) € Egep seien 0 = fy < f1 < ... < fi-1 < fi = d die Indizes mit
©r, (v — w) = u; # o, dann soll gelten:

(w1 — w;) € By fiir e =1, ...l mit up = v und v, = w .

D.h: Der Umweg zur defekten Kante v — w und die Zwischenzeitpunkte, zu

denen eine Beforderung eines Paketes auf diesem Umweg stattfindet, werden
durch die Folge (v,0) = (uq, fo), (u1, f1),- -, (u, fi) = (w,d) beschrieben.

Definition:
@ heiBt knoten-konfluent, wenn folgende Figenschaft erfiillt ist:
V(v = w), (v = w') € Egey

IS orlo—w) = ot — w) £
= pilv—ow)=p;V —-w) YO<i< foderVf<i<d

Hat man fiir ein Netzwerk mit Kantenfehlern ein knoten-konfluentes Umwege-
system gefunden, so ist es moglich, das korrespondierende intakte Netzwerk
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durch das defekte Netzwerk mit Verzogerungsfaktor d zu simulieren. Die
Route eines Paketes 7, im intakten Netz durch die Funktion ¢, charakteri-
siert, muB im defekten Netz durch eine neue Ubergangsfunktion A, ersetzt
werden, die das Paket richtig iiber die Umwege leitet. Aulerdem miissen die
Prioritédtszahlen auf den Umwegen spezifiziert werden.

Wenn 6, (v) =wist, und 0 = fo < f1 < ... < fi_1 < f; = d die Indizes sind
mit ¢, (v = w) =u; #o flir i =0,...,[, wobei up = v und v; = w, dann sei

Aw(ui_l, fi—l) = ('LLZ‘, fz) fir 1 = 1, Ce ,l
Ay (ziel(r),0) = (x,0) wobeixz gV
pa(u;) = pp(w) firi=1,...,0—1.
Jeder Prozessor u im defekten Netz sei mit d Warteschlangen ausgestattet:
M(u,0),...,M(u,d — 1). (Zur Vereinfachung der Schreibweise soll stets
gelten: M(u,d) = M(u,0).) Die Funktion A, beschreibt nicht nur die
Route des Paketes 7, sondern gibt gleichzeitig an, in welche Warteschlange

das Paket bei seiner Ankunft an einem Knoten entsprechend seiner Prioritét
eingeordnet werden soll.

Arbeitsweise:

M(u, f)(t) = Menge der Pakete, die sich zum Zeitpunkt ¢ in der
f-ten Warteschlange des Knotens u befinden.
t = f modd:
Vu,u eV:
M(u, f)E+1) = M(u, f) )\ {firstM(u, f)(2)}
M@, f)E+1) = MW, f)(E) U
{m|3(u, f): Ar(u, f) = (', f') und 7 = first M (u, f)(¢)}

t=0modd:
g V:
M(z,0)(t+1) = M(z,0)(t) U
{7|Fu : Ar(u,0) = (2,0) und 7 = first M (u, 0)(¢)}

Jeder Prozessor bedient nacheinander seine d Warteschlangen, indem er das
jeweils erste Paket einer jeden Warteschlange abschickt. Zu den Zeitpunkten
t = f mod d wird die f-te Warteschlange bedient.
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Es bleibt zu zeigen, daf§ diese Strategie auf dem defekten Netz mit knoten-
konfluentem Umwegesystem gewéhrleisten kann, dafl die Gesamtlaufzeit fiir
das Routing gegeniiber der Laufzeit auf dem intakten Netz nur um den Faktor
d anwéchst.

Zu diesem Zweck wird nun der Kommunikationsgraph G, = (V, ) definiert:
Ein Knoten aus V stellt eine der d Warteschlangen eines Knotens aus V' dar.
Die Kanten verdeutlichen, in welcher Weise sich ein Paket entsprechend dem
konfluenten Umwegesystem von einer Warteschlange eines Knotens zu einer
Warteschlange eines anderen Knotens bewegen kann.

G, = (V&)
V = Vx{0,...,d—1}
Vo = {(u,f)|Fv—-w)eE: prlv-ow)=u#o,0< f<d}

e = Ué&

weV
Eo = {(w )= @, [)Fv—-w)eE,0<f<f<d:
prlv = w)=u, pp(v —w)=1u", p;(v—w)=ofir f<i<f'}

Ist (u, f) € Vi, so liegt der Knoten u auf einem Umweg mit dem Endknoten
w, und Pakete, die diesen Umweg benutzen, verlassen den Knoten u zum
Zwischenzeitpunkt f. Der Ingrad eines Knotens (u, f) € V im Graphen G,
gibt die Anzahl der Umwege an, die {iber den Knoten w fithren, und auf denen
Pakete den Knoten u zum Zwischentakt f passieren. (Fiir den Knoten mit
der Markierung 3 aus Abb.6 (rechts) gilt z.B: indeg > 1.)

Vw = yw UIw
Yo = {(u, f) € Vy|indeg(u, ) > 1}
Z, = {(u,f) € Vy|indeg(u, f) =1}

Stellt man einem intakten Kommunikationsnetzwerk G = (V, E) ein kor-
respondierendes defektes Netzwerk mit konfluentem Umwegesystem, re-
prasentiert durch den Graphen G, = (V, &), gegeniiber, so ergeben sich beim
Routing ein und derselben Kommunikationsanforderung folgende Invarian-
ten, wenn man die oben definierten Arbeitsweisen zugrundelegt:

Lemma III.1:

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gelte:

VueV,0< f<d: Mu(© = M(u,0)0)
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Dann ergibt sich zu spéterer Zeit folgende Verteilung der Pakete auf die War-
teschlangen, wenn man das intakte mit dem defekten Netzwerk vergleicht:

(i) M(w)(t)zM(w,O)(d't)L(J L)J M(u, f)(d-1)
u, f)EVw
(iii) first M (w)(t) = first M (w, 0)(d - t)
Bem:

Wegen der Konfluenzeigenschaft von ¢ und der Vergabe der Prioritédtszahlen
auf den Umwegen gilt:

(u, f) € Y, ™€ M(u, f)(t)
= Im A" (u, ) = (w,0) und pr(u) = pr(w) .

Aufgrund der Arbeitsweise ergibt sich:

(w,0) ' +1) fir d-t<t' <d-t+d,
(u, Yt +1) fiir d-t <t <d-t+ f.

Bew: (durch Induktion nach t)

t=0:

(i),(ii) und (iii) gelten, weil sowohl fiir das intakte als auch fiir das defekte
Netzwerk die gleiche Kommunikationsanforderung vorliegt.

t—t+1:

M(w)(t+1) = M(w)(t) \ {first M (w)(t)} U
{m|3v : 0(v) = wund 7 = first M (v)(¢) }
= (M, 0)@- U U M Hd- 1) \{firstM(w, 0)(d- 1)}
(w,f)EVw
U{r|Fv: d,(v) = w und m = first M(v,0)(d - t)}

= M(w,0)(d-t+d)U |J M(u, f)(d-t+d)
(u,f)EVw

Das erste Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Arbeitsweise des intakten
Netzes, das zweite folgt aus der Induktionsannahme, und das dritte kann
man wie folgt einsehen:
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Sei m = first M (v,0)(d - t) mit §,(v) = w und A, (v,0) = (u, f), dann gilt:
TeM(u, f)ld-t+1) C M(u, f)(d-t+ f) mit (u, f) € T, Uy .

Sei m € M(u, f)(d-t+ f) mit Ar(u, f) = (u, f") und (u, f) € T, UV, .

1.Fall: (u, f) € Z,
Da M(u, f)(d-t) = () und indeg(u, f) = 1 gilt: {r} = M(u, f)(d-t+

f).
Also folgt:

TeMW, fd-t+f+1) € M@, f)d-t+[),
Mu, fild-t+f+1) = M(u,f)d-t+d)=0.
2.Fall: (u, f) € Y, und 7 = firstM(u, f)(d -t + f), dann gilt:
reM@, fd-t+f+1) CME, fd-t+f).
3.Fall: (u, f) € Y, und 7 # first M(u, f)(d -t + f), dann gilt:
TeMu, f)ld-t+f+1)=M(u, f)d-t+d).
Daher gilt:

Mw)(t+1) CM(w,0)(d-t+d)U | J M(u, f)d-t+d).
(u,f)EVw

Zusammen mit Y, N Yy, = 0 fiir wy # wq folgt daraus auch die Gleichheit

von linker und rechter Seite, weil die Gesamtheit aller Pakete unveréndert
bleibt.
Damit ist die Giiltigkeit der Induktionsbehauptung in den Punkten (i) und

(ii) gezeigt.
Des weiteren gilt fiir alled -t <t < d -t + d:

M(w)(t+1) 2 M(w,0)(t)U J M(u, f)(t') -
(u,f)EVw

Sei g = first M (w)(t + 1), dann gilt fiir alle d -t <t <d-t+d:
mo € M(u, f)(¥) fiir (u, f) € Y = 0 = first M (u, f)(t') ,
da pro (1) = pry(w).
Bei der Beforderung des Paketes my auf dem Umweg zu den Zeitpunkten

d-t <t < d-t+d tritt also nie der 3.Fall ein, so da} spitestens zum
Zeitpunkt d - t 4 d gilt:
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7o € M(w,0)(d -t +d) und somit my = first M (w,0)(d -t +d) .
Dies zeigt (iii). n

Beriicksichtigt man noch die Rolle des Knotens x ¢ V', zu dem alle Pakete
geschickt werden, die ihr Ziel erreicht haben, so ergibt sich:

M(x)(t) = M(z,0)(d-t) .
Dies bedeutet fiir die Gesamtlaufzeit 7 des Routings auf dem defekten Netz:
d-T=T.

Satz III.1:

Gegeben sei ein intaktes Kommunikationsnetzwerk G = (V, E), ausgestat-
tet mit Prozessoren, die gleichzeitig iiber alle eingehenden Leitungen Pa-
kete empfangen konnen, aber pro Zeiteinheit nur ein Paket verschicken.
Kommunikationsanforderungen seien durch Angabe von Routen- und Prio-
ritdtsfunktion fiir jedes einzelne Paket spezifiziert. Fallt ein Teil der Leitun-
gen Fgep C E = EgepU By aus, existiert aber ein knoten-konfluentes Umwe-
gesystem mit Dilatation d, so 148t sich jede Kommunikationsanforderung auf
dem Restnetzwerk G = (V, E;;,;) mit Verzogerungsfaktor d im Vergleich zur
Laufzeit auf dem intakten Netz bewéltigen. Dabei verschickt jeder Prozessor
pro Zeiteinheit auch nur ein Paket.

Es wird im allgemeinen eine schwierige Aufgabe sein, ein knoten-konfluentes
Umwegsystem mit kleiner Dilatation fiir ein Kommunikationsnetzwerk mit
Leitungsdefekten zu bestimmen, selbst wenn es sich um den n-dim Wiirfel
handelt. Versucht man aus den v-konjunkten Umwegsystemen, die im ersten
Abschnitt dieses Kapitels behandelt wurden, knoten-konfluente Umwegsyste-
me zu konstruieren, so stellt man fest, dafi man keine konstante Dilatation
gewihrleisten kann. Abb.7 zeigt ein entsprechendes Beispiel, an dem man
erkennt, dafl die Dilatation linear mit n anwachsen kann, obwohl das Um-
wegsystem 1-konjunkt ist.

Will man dennoch die y-konjunkten Umwegsysteme zum probabilistischen
Routing auf dem n-dim Wiirfel verwenden und einen konstanten Ver-
zogerungsfaktor erreichen, so darf man nicht die Knoten des Kommunika-
tionsgraphen als die Engpésse bei der Ubermittlung der Pakete betrachten.
Man sollte den Prozessoren — wie bei Valiant — erlauben, iiber alle intak-
ten Leitungen gleichzeitig zu kommunizieren. Diese Betrachtungsweise fiihrt
dann zu dem Begriff der kanten-konfluenten Umwegsysteme.
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Abbildung 7:

(2) Kanten-konfluentes Umwegesystem mit Dilatation d:

Es sei

V= (Yo, Y1) : Eaep — (B U {0})?
wf : Edef—>Eth{<>} V0§f§d—1

Fir (v — w) € Eseien 0 < f; < ... < fi.1 < fi < d—1 die Indizes mit
Yr (v — w) = (u—y — u;) #o furi=1,...,1, dann soll gelten:

(Uimg — w;) € By firi=1,...,l mit ug = v und v, = w .

Definition:
¥ heilt kanten-konfluent, wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist:

V(v —w), v —w) € Egey

Jf: v —w) =y - W) #o
— wi(vﬁw):d}i(’(ﬂ—)w/) VO<i< foderVf<i<d-—1

o1



Auch hier miissen die Ubergangsfunktion V, und die Priorititszahlen auf
den Umwegen neu spezifiziert werden:

Wenn §,(v) =wist und 0 < f; < fo < ... < f; < d—1 die Indizes sind mit
V(v —w) = (umy — ;) o firi=1,...,1, wobei up = v und u; = w ist,
dann sei:

Ve(0,0,0) = (

v (uz 17ul7f2) = (
Ve(u-i,w, fi) = (w,0,0)

V. (ziel(r),¢,0) = (z,9,0) wobei x € V
pe(u;) = pr(w) firi=1,...,1—1.

Uz, U2, .f2)

Wiy Uirt, fiz1) fire=2,...,0—1

Jeder Prozessor v € V verwaltet die Pakete in (d — 1) - outdeg(v) + 1 Warte-
schlangen. Zu jeder Kante (v — w) € Ej, existieren d — 1 Warteschlangen
M, w,1),..., M(v,w,d —1). AuBerdem gibt es noch die Warteschlange
M(v,¢,0).

Arbeitsweise:

t = f mod d:

VueV mit (u—u') € Ey oder v/ = o:

M(u, s fY(t+1) = M(u, o', f)(t) \ {first M (u, ', f)(t)}
Vo' €V mit (v — u") € By oder v = o:

M@ W fYE+1) = M@ () U{rBu, f o Vie(u, ) f)
= (v/,u”, f) und 7 =first M (u, ', f)}

t =0 mod d:

M(z,0,0)(t+1) = M(x,0,0)(t) U
{m|Fu: Vi(u,©,0)=(z,0,0) und 7 =first M (u, ,0)}

Analog zur knoten-konfluenten Version la8t sich folgender Satz zeigen:

Satz III.2:

Gegeben sei ein intaktes Kommunikationsnetzwerk G = (V, E), ausgestat-
tet mit Prozessoren, die gleichzeitig iiber alle eingehenden Leitungen Pa-
kete empfangen konnen, aber pro Zeiteinheit nur ein Paket verschicken.
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Kommunikationsanforderungen seien durch Angabe von Routen- und Prio-
ritdtsfunktion fiir jedes einzelne Paket spezifiziert. Féllt ein Teil der Leitun-
gen Egep C E = Ejo5 U By aus, existiert aber ein kanten-konfluentes Um-
wegesystem mit Dilatation d, so 13t sich jede Kommunikationsanforderung
auf dem Restnetzwerk G = (V| E;;,;) mit Verzogerungsfaktor d im Vergleich
zur Laufzeit auf dem intakten Netz bewiéltigen, wenn man erlaubt, dafl jeder
Prozessor im defekten Netz pro Zeiteinheit iiber alle ausgehenden intakten
Kanten gleichzeitig Pakete verschicken darf.

Anwendung von Satz III.2:

Gegeben sei der Kommunikationsgraph G = (V| E) des n-dim Wiirfels. In
Kapitel I wurde gezeigt, daB sich auf dem intakten Netz jede Permutations-
anforderung mit grofler Wahrscheinlichkeit in Zeit c¢-n routen 1a8t, wobei die
Prozessoren pro Zeiteinheit nur ein Paket abschicken.

Wenn ein nicht zu grofier Teil der Verbindungsleitungen Fq.; C E ausgefal-
len ist, so sollte es moglich sein, ein kanten-konfluentes Umwegesystem mit
kleiner Dilatation d zu bestimmen. Erlaubt man den Prozessoren dann, iiber
alle intakten Ausgangsleitungen gleichzeitig zu senden, so kann man nach
Satz I11.2 erreichen, dafl sich jede Permutationsanforderung nun mit hoher
Wahrscheinlichkeit noch in Zeit d - ¢ - n routen ldf§t, wenn man von dem
zusétzlichen prozessorinternen Verwaltungsaufwand absieht.

Es muf} also das Ziel sein, zu einer vorgegebenen Verteilung von Kantenfeh-
lern auf dem n-dim Wiirfel ein kanten-konfluentes Umwegesystem mit kleinst
moglicher Dilatation zu bestimmen.

Betrachtet man die y—konjunkten Umwegessysteme aus dem ersten Teil die-
ses Kapitels etwas néher, so stellt man fest, da} diese die Bedingung der
Kantenkonfluenz erfiillen, wobei der Dilatationsfaktor v + 2 betrégt.

Bei einem y—konjunkten Umwegesystem gibt es zu jeder intakten Kante
u — u' € Ej,; hochstens v Umwege, die diese Kante als zweite Umwegkante
benutzen.

Wenn fiir i = 1,...,1 < der zur defekten Kante v; — w; € Ey.; festgelegte
Umweg Uy, , : v; — u — v’ — w; ist, dann definiere:

(v; —u) fur =0

(u—') fir 5=

(W —w;) fir j=v+1
o sonst

Vj(v; — wy) =

Beh: v beschreibt ein kanten-konfluentes Umwegesystem mit Dilatation v+
2.
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Bew: Sei ¢;(v — w) = ¢;(vV = w') = (u— u') #o.
1.Fall: 1 <j <7y
(u — u') ist die jeweils zweite Kante auf den Umwegen U, ,, und Uy .
Dann muf} nach obiger Definition von 1 aber gelten: (v — w) = (v —

w’)

2.Fall: j=0oder j=~v+1
(u — ') ist die jeweils erste bzw. letzte Kante auf den Umwegen U, ,,
und U, . Also gilt die Beh.
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