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Einleitung

Simulationen benutzt man in Wissenschaft und Technik, um auf der Basis von geeigneten
Modellen Prognosen fiir die Zukunft zu stellen oder umgekehrt Ereignisse, die in der Ver-
gangenheit liegen, zu rekonstruieren und ihre Ursachen zu erforschen. Je genauer ein System
modelliert ist, um so grofler ist die Aussagekraft der Simulationsresultate. Durch den Ver-
gleich von Simulation und Wirklichkeit kann die Giite eines Modells oder die Giiltigkeit einer
Theorie {iberpriift werden. Simulationen helfen dem Wissenschaftler, das Verhalten komple-
xer Systeme besser zu verstehen und damit fundiertere Entscheidungen zu treffen, um re-
gulierend in das System einzugreifen oder ein gewiinschtes Systemverhalten herbeizufiihren.
Oft mufl man unter groflem technischen Aufwand ein prototypisches System erstellen, das
moglichst realen Bedingungen ausgesetzt wird, um dadurch Riickschliisse auf das Verhal-
ten des Originalsystems ziehen zu konnen. Vielfach erlauben jedoch erst die Moglichkeiten
einer computerbasierten Simulation, das Verhalten eines Systems realistisch nachzubilden
und zu analysieren. Eine Softwarelosung besitzt gegeniiber der Erstellung von Prototypen
eine sehr viel hohere Flexibilitat, weil eine leichte Manipulierbarkeit von Systemparametern
gewihrleistet ist. AuBlerdem sprechen oft Gefahren—, Zeit— oder Kostengriinde fiir eine rein
computerbasierte Simulation.

Simulationsprogramme werden in vielen Bereichen eingesetzt: In der Meteorologie zur Vor-
hersage des Wetters oder der zukiinftigen Klimaentwicklung, in der Okologie zu Untersu-
chungen iiber Schadstoffverteilungen in der Umwelt, in der Okonomie zur Simulation von
Wirtschaftskreisldufen, in der Chemie zur gezielten Entwicklung neuer Substanzen, in der
Medizin zur Planung von (mikro)chirurgischen Operationen, in der Automobil-, Luft— und
Raumfahrtindustrie zur Simulation des Fahr— bzw. Flugverhaltens und — um die kleine Aus-
wahl an Beispielen abzuschlieen — in der Konstruktions— und Fertigungstechnik zur Ent-
wicklung neuer Produkte und zur Planung ihrer Herstellung. Die vorliegende Arbeit mochte
einen Beitrag zu dem zuletzt genannten Problemkreis leisten.

Gestiegene Qualitdats— und Sicherheitsanforderungen, eine Verkiirzung der Produktzyklus-
zeiten und der zunehmende Grad der Automatisierung bei der Produktion haben im Bereich
der Konstruktion und Fertigung zu einem erhéhten Planungsbedarf wiahrend der Phase des
Entwurfs und der Produktionsplanung gefithrt. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Deckung dieses
Bedarfs stellt das sogenannte “software prototyping” dar.

Schon wihrend der Entwurfsphase versucht man, mit Simulationsprogrammen das physikali-
sche Verhalten des zu entwickelnden Produktes zu analysieren, um so frith wie méglich Ent-
wurfsfehler aufzudecken, die die Funktionsfahigkeit des Produktes beeintrachtigen konnten.
Auf diese Weise erhélt der Entwicklungsingenieur wertvolle Hinweise, wie einzelne Bautei-
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le des Produktes auszulegen sind, damit ein optimales Zusammenspiel aller Komponenten
erzielt wird. Beim Entwurf ist aber nicht nur darauf zu achten, dal Bauteile richtig zusam-
menpassen und ein funktionierendes Ganzes ergeben, sondern es mufy auch die Montierbarkeit
der Einzelteile garantiert sein. Zur Vereinfachung einer spiateren Reparatur mufl der Ingenieur
zusitzlich auch die Demontage in seine Uberlegungen mit einbeziehen. Aspekte der Mon-
tage und Demontage spielen eine um so groflere Rolle, je stirker die Automatisierung der
Produktionsprozesse voranschreitet. Soll ein Produkt zum Beispiel mit der Unterstiitzung
von Robotern in einer Fertigungsstrafie montiert werden, so ist es unbedingt erforderlich,
daBl seine Bauteile leicht zu handhaben und zu montieren sind. Allein schon die geometri-
sche Auslegung der Teile und ihre Anordnung sind ausschlaggebend fiir die Kompliziertheit
einer Montage. Aber auch der Einsatz spezieller Werkzeuge und Maschinen kann zu besonde-
ren Formvorgaben fiir die Montageteile fithren, damit eine maschinelle Montage beschleunigt
oder iiberhaupt erst ermoglicht wird. Nur die Authebung der strikten Trennung zwischen der
Entwurfsphase und der Produktionsplanung schafft die Voraussetzung fiir wirklich montage-
gerechtes Design, das erheblich zu einer Minderung der Produktionskosten beitragen kann.

Die Motivation fiir diese Arbeit war die Entwicklung eines Systems zur Montageplanung und
—stmulation fiir den Einsatz in der Produktionsplanung. Das System wurde am Lehrstuhl von
Prof. Hotz im Rahmen der vorliegenden Arbeit konzipiert und in Fortgeschrittenenpraktika
und Diplomarbeiten als Prototyp realisiert. Es dient dazu, ein Schema fiir den Ablauf einer
Montage zu erstellen, aus dem die genaue Montagereihenfolge und die zeitliche und raumliche
Koordination der Montageschritte ersichtlich ist. Es soll den Ingenieur dabei unterstiitzen,
eine geeignete Auswahl von Montagewerkzeugen zu treffen, eingesetzte Montagevorrichtun-
gen und —roboter giinstig zu plazieren und die zur Montage benétigten Bewegungsablaufe
verniinftig zu organisieren. Mit Hilfe einer Simulation kann so die prinzipielle Durchfiihr-
barkeit einer Montage zeit— und kostensparend unter Beweis gestellt werden, ohne dafl eine
prototypische Anlage aufgebaut werden miifite. Aufferdem kénnen zu Optimierungszwecken
sehr schnell verschiedene Varianten durchgespielt werden. So kénnen auftauchende Proble-
me rechtzeitig identifiziert werden, und falls notwendig kann ein Redesign kritischer Bauteile
erwogen werden.

Die Intention unseres Systems zur Montageplanung und —simulation ist nicht die automa-
tische Generierung von Montageplédnen allein aus der Beschreibung der Bauteile und ihrer
Anordnung im fertigen Produkt. Diese Aufgabe ist nur fiir sehr einfache Problemstellun-
gen mit niedriger Komplexitdt und einer geringen Zahl von Freiheitsgraden algorithmisch
beherrschbar. Der Ingenieur soll vielmehr voll in den Planungsprozefl integriert sein. Auf-
grund seiner Erfahrung und seines Wissens iiber das Entwurfsziel hat er schon eine grobe
Vorstellung iiber einen denkbaren Ablauf der Montage. In Interaktion mit dem Planungs-
system kann er seine Ideen prézisieren und in konkrete Montagepldne umsetzen. Bei der
interaktiven Erstellung der Montagepline und bei der Koordination der notwendigen Bewe-
gungssequenzen fiir eine robotergestiitzte Montage kann das System ihm eine Vielzahl von
Arbeiten abnehmen: Es erlaubt ihm eine komfortable Spezifikation der Trajektorien fiir das
Zusammenfiigen der Bauteile. Bei der Roboterprogrammierung nimmt es ihm zum Beispiel
die Berechnung von Gelenkparametern zum Erreichen von Zielpositionen ab und hilft ihm,
die Kollisionsfreiheit und die Einhaltung von Sicherheitsabstdnden zu verifizieren.
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Die Kollisionserkennung bildet den Kern unseres Systems zur Montageplanung und —simu-
lation, denn ohne diese Komponente wére der Ingenieur auf eine blofle optische Kontrolle
angewiesen, um die Durchfithrbarkeit eines geplanten Montageablaufs zu iiberpriifen. Ein
gangiger Ansatz zur Kollisionskontrolle besteht darin, in diskreten Zeitabsténden zu testen,
ob sich zwei Objekte durchdringen. (Die notwendigen Schnittberechnungen kénnen vom
CAD-System durchgefiihrt werden.) Bei einer zu groben Wahl des Zeitrasters besteht je-
doch die Gefahr, daf§ Kollisionen {ibersehen werden. Ein zu feines Zeitraster hat hingegen
den Nachteil, dafl das Verfahren an Effizienz verliert. Eine Alternative besteht darin, zu-
erst das vom bewegten Objekt iiberstrichene Volumen zu konstruieren und anschliefend den
Schnitt zu berechnen. Aber selbst bei sehr einfachen Bewegungen wie Rotationen entstehen
dadurch kompliziert zu beschreibende Volumina, die nur in approximierter Form effizient
zu handhaben sind. Gerade bei einer interaktiven Arbeitsweise mit dem System ist eine
effiziente Realisierung aber entscheidend fiir die Akzeptanz des Systems.

Deshalb ist eines der Hauptziele dieser Arbeit die Entwicklung effizienter Algorithmen zur
Kollisionserkennung. Im Gegensatz zu den oben genannten Methoden verzichten wir auf
Schnittests und suchen bei vorgegebener Bewegung der Objekte direkt nach moglichen Kon-
taktsituationen. Dazu verwenden wir Techniken aus dem Bereich der algorithmischen Geome-
trie. Wir konnen praktikable effiziente Algorithmen und interessante theoretische Resultate
gewinnen, wenn wir von folgenden Modellannahmen ausgehen: “Die Objekte sind starre
Korper, deren Oberfliche aus ebenen, geradlinig begrenzten Fliachen besteht. Ein Objekt
darf in jedem Schritt in eine beliebige Richtung verschoben oder um eine beliebige Achse
gedreht werden.” Diese Annahmen sind insofern gerechtfertigt, als reale Objekte durch eben-
begrenzte Korper leicht modelliert werden konnen und ihre Bewegungen sich durch Folgen
von Translationen und Rotationen approximieren lassen. Aulerdem spielen diese elementaren
Bewegungsformen wegen ihrer einfachen technischen Realisierbarkeit bei Montagevorgéingen
eine zentrale Rolle.

Bei Bewegungsabliaufen eines Montageroboters entstehen durch Uberlagerung jedoch weitaus
kompliziertere Bewegungen, so daf§ wir zur Kollisionsberechnung auf approximative, nume-
rische Verfahren ausweichen miissen. Dabei ergibt sich die Schwierigkeit, die entstehenden
Approximationsfehler abzuschitzen, um die Kollisionsfreiheit eines Bewegungsablaufs mit
Sicherheit nachweisen zu kénnen. Anstatt direkt nach Kontakten zwischen den bewegten
Korpern zu suchen, kontrollieren wir eine zu groffe Annéherung zwischen zwei Objekten, in-
dem wir in Abhéngigkeit ihrer zuriickgelegten Entfernungen immer wieder ihre momentanen
Absténde berechnen. Die Tragfihigkeit dieses Konzeptes hinsichtlich der Behandlung von
Approximationsfehlern demonstrieren wir am Beispiel von Bewegungssequenzen fiir Roboter.
Die Roboter betrachten wir dabei als gelenkig verbundene starre Kérper mit wohldefiniertem
kinematischen Verhalten.

Effiziente Methoden zur Kollisionserkennung sind nicht nur bei der Montage— und Robotersi-
mulation von Bedeutung, sondern ganz allgemein bei der Simulation mechanischer Vorgénge.
Sie bilden die Voraussetzung fiir die Simulation der Dynamik eines Mechanismus. Diese Ar-
beit zeigt neue Wege zu einer effizienten Kollisionskontrolle und zu ihrer Anwendung im
Zusammenhang mit der Montageplanung.



4 Einleitung

Gliederung und Resultate der Arbeit

Im ersten Kapitel machen wir uns zunéchst anhand eines einfachen Modells mit der Proble-
matik der Kollisionserkennung vertraut. Die Objekte betrachten wir als starre Korper und
modellieren sie durch Polyeder. Als Bewegungen lassen wir nur Translationen und Rotationen
zu. Es ist bekannt (vgl. [Bo79, Ca84]), da unter diesen Bedingungen eine Kollision zwischen
einem bewegten Objekt und einem stationdren Hindernis in Zeit O(n?) erkannt werden kann.
n miflt hierbei die Komplexitét der beteiligten Polyeder in der Zahl ihrer Ecken, Kanten und
Flachen. Indem wir die Invarianten der jeweiligen Bewegungsform nutzen, konnen wir eine
Beschleunigung des einfachen quadratischen Algorithmus erreichen. Dazu stellen wir Tech-
niken vor, die in einheitlicher Weise fiir Translationen und Rotationen angewendet werden
konnen. Sie basieren auf dem Prinzip, die Dimension des Problems durch adéquate Projek-
tionen zu reduzieren. Die Laufzeit der Kollisionstests ist sensitiv gegeniiber der Analysekom-
plexitdt der projizierten Szene aus den Polyedern, und ihr asymptotisches Laufzeitverhalten
ist nur noch im Worst—Case quadratisch. Fiir den Spezialfall von 360°~Drehungen entpuppt
sich das Problem der Kollisionserkennung sogar als rein zweidimensionales Problem, das als
solches eine effizientere Losung besitzt.

In der Praxis sind nicht nur echte Kollisionen zwischen dem bewegten Objekt und den Hin-
dernissen, sondern auch die wiahrend einer Bewegung eingehaltenen Sicherheitsabstéinde von
Interesse. Im zweiten Kapitel beschéftigen wir uns daher ndher mit den mathematischen
Grundlagen zur Berechnung von Kollisionen und Absténden zwischen translatorisch oder
rotatorisch bewegten Polyedern. Dazu untersuchen wir, welche Operationen notwendig sind,
um die entsprechenden Fragen fiir die Eckpunkte, Kanten und Flachen der Polyeder zu be-
antworten. Das wesentliche Resultat dieses Kapitels besteht darin, dal unter den genannten
Voraussetzungen sowohl Kollisionszeitpunkte als auch Sicherheitsabstéinde algebraisch ex-
akt als Nullstellen von Polynomen héchstens vierten Grades bestimmt werden kénnen. Es
kann also vollstandig auf numerische Approximationsverfahren verzichtet werden, was sich
giinstig auf die Laufzeit der Algorithmen auswirkt. Bei der Herleitung der Losungen legen
wir besonderen Wert auf eine kompakte und symmetrische Formulierung der Ergebnisse,
denn dies liefert nicht nur Hinweise auf die Korrektheit sondern fordert auch die effiziente
Auswertbarkeit der Formeln.

Im Mittelpunkt des dritten Kapitels stehen die theoretischen Resultate zur effizienten Berech-
nung von Kollisionen zwischen translatorisch bewegten Polyedern. Dobkin und Kirkpatrick
haben in [DK85, DK90] dargelegt, dafl sich Abstandsprobleme fiir konvexe Polyeder mit Hilfe
einer hierarchischen Repréasentation besonders effizient behandeln lassen. Wir konnen zeigen,
daB mit ihrer Datenstruktur Kollisionen zwischen zwei konvexen Polyedern in Zeit O(log® n)
erkannt werden konnen, wenn sich diese nur translatorisch bewegen. Ist eines der Polyeder
nicht konvex, so kann man noch eine Laufzeit von O(nlogn) erzielen. Den zur Kollisionsbe-
rechnung verwandten Algorithmus kénnen wir interessanterweise auch benutzen, um fiir das
Problem des “kleinsten Aussichtsturmes” gegeniiber [Sh88a] eine Laufzeitverbesserung um
einen logarithmischen Faktor zu erreichen.

Konvexe Polyeder sind nicht der einzige Spezialfall, fiir den effiziente Algorithmen zur Kol-
lisionsberechnung existieren. Wenn wir voraussetzen, dafl die Kanten der Polyeder nur in
konstant (c¢) vielen Richtungen verlaufen, konnen wir die Kollision zwischen zwei translato-
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risch bewegten Polyedern in Zeit O(c? nlog?n) erkennen.

Fiir zwei beliebige Polyeder kénnen wir zeigen, dafl das translatorische Kollisionsproblem in
Zeit o(n?) 16sbar ist. Unser Beweis baut auf dem einfachen Point-Location Algorithmus von
[DL76] auf und fithrt unsere Fragestellung auf ein spezielles Strahlverfolgungsproblem in ei-
nem hoherdimensionalen Arrangement von Hyperebenen zuriick. Auf diese Weise gelingt es,
auf elementarem Weg die lange Zeit offene Frage nach der Existenz eines subquadratischen
Algorithmus fiir das translatorische Problem zu beantworten. Dies &3t hoffen, dal ein ana-
loges Ergebnis auch im Fall von Rotationen moglich ist, und dafl nicht nur die asymptotische
Laufzeit sondern auch die Praktikabilitit der Algorithmen verbessert werden kann.

Bei der Planung von Montageprozessen und ihrer Kollisionsiiberwachung hat man es im all-
gemeinen nicht nur mit einfachen Translationen und Rotationen zu tun, sondern mit sehr viel
komplexeren Bewegungen, die sich — wie im Fall der Bewegungsabldufe von Montagerobo-
tern — durch eine Superposition einfacher Translations— und Rotationsbewegungen ergeben.
Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit einer Methode zum Nachweis der Kollisionsfreiheit
solcher Bewegungsablaufe, die auf der wiederholten Berechnung von Abstdnden und Trajek-
torienldngen beruht (vgl. [Sch92]). Um Abstandsberechnungen einzusparen, verwenden wir
fiir alle Objekte Hiillkorper, die wir mit Hilfe numerischer Methoden bestimmen. Zur Berech-
nung der zuriickgelegten Wegstrecken sind numerische Verfahren sogar unumgénglich. Um
die Kollisionsfreiheit einer Bewegungssequenz unter diesen Umstédnden sicher beurteilen zu
konnen, ist eine Analyse des Fehlerverhaltens der Verfahren unverzichtbar. Deshalb zeigen
wir einen systematischen Weg zur Gewinnung von a priori Fehlerabschiatzungen auf, die es
gestatten, alle wiahrend der Bewegung eingehaltenen Sicherheitsabstdnde mit der benétigten
Prézision zu bestimmen.

Im fiinften Kapitel gehen wir schliefilich genauer auf unser System zur Montageplanung und
—simulation ein. Wir stellen die Konzeption des Systems vor und erldutern seinen modula-
ren Aufbau und das wechselseitige Zusammenspiel der Systemkomponenten. Dabei gehen wir
auch auf Fragen der Visualisierung und Animation ein. Den Schwerpunkt bildet die Beschrei-
bung der Benutzeroberfldche zur interaktiven Spezifikation von Bewegungsablaufen und zur
graphischen Erstellung von Roboterprogrammen, denn eine benutzerfreundliche Oberflache
ist fiir das interaktive Arbeiten mit dem System unerléfllich.

Zum Umfang des Systems gehort auch ein Modul zur automatischen Bewegungsplanung, das
dem Ingenieur zumindest in einfachen Montagesituationen die Planung von Zwischenschrit-
ten abnehmen kann. Dazu verwenden wir einfache Heuristiken, die bei Vorgabe von Start—
und Zielkonfiguration eine Bewegungsplanung fiir einzelne Objekte mit rein translatorischen
Freiheitsgraden selbstdndig durchfithren kénnen.

Abschlieflend wird ein Ausblick auf Fragestellungen gegeben, die eine sinnvolle Fortfiihrung
der in dieser Arbeit behandelten Themen darstellen.
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Kapitel 1

Kollisionen und Sicherheitsabstande

Wir beginnen mit einer Hinfiihrung auf das Problem, Kollisionen und Sicherheitsabstéinde
zwischen bewegten Objekten im IR® zu berechnen. Dabei gehen wir von den Modellan-
nahmen aus, dafl die Objekte durch starre, polyederformige Korper und die Bewegungen
durch Translationen und Rotationen beschrieben werden. Der Einfachheit halber nehmen
wir weiterhin an, dafl sich zu jedem Zeitpunkt nur ein Koérper bewegt. Eine Klassifikation
der Kontaktmoglichkeiten zwischen zwei Polyedern liefert direkt einfache Algorithmen fiir
die betrachteten Problemstellungen. Die Laufzeit dieser Algorithmen ist jedoch quadratisch
beziiglich der Beschreibungskomplexitidt der Polyeder. Deshalb schlagen wir fiir die Berech-
nung von Kollisionszeitpunkten eine Reihe von Techniken zur Verbesserung der Laufzeit vor.
Die vorgestellten Verfahren kénnen in gleicher Weise fiir beide Bewegungsarten angewendet
werden, wenn man fiir Translationen ein kartesisches und fiir Rotationen ein zylindrisches
Koordinatensystem zugrunde legt. Durch eine geeignete Projektion der Flachen, Kanten
und Eckpunkte der Polyeder entsteht im IR? ein Arrangement von sich schneidenden Lini-
en(Hyperbel)segmenten, das mit Hilfe eines speziellen Sweep—Algorithmus analysiert werden
kann, um den gesuchten Kollisionszeitpunkt zu bestimmen. Die Laufzeit der resultierenden
Algorithmen ist davon abhéngig, wie schnell Punkte in dem Arrangement lokalisiert werden
konnen und wie effizient Schnitte zwischen den projizierten Kanten der beiden Polyeder be-
stimmt werden konnen.

Mit Hilfe der Projektionstechnik kénnen wir zeigen, dafl es in subquadratischer Zeit moglich
ist zu entscheiden, ob ein Polyeder sich auf einer Gerade kollisionsfrei bewegen kann oder ob
es eine Volldrehung um eine vorgegebene Achse ausfithren kann, ohne mit einem Hindernis
zusammenzustoflen.

1.1 Die allgemeine Problemstellung

Wir betrachten eine Punktmenge X C IR?, die einer zeitlichen Verinderung unterworfen ist.
Diese Verdnderung beschreiben wir durch Angabe der zeitabhédngigen Ortsvektoren x(t) fiir
alle Punkte x € X. Der Zeitparameter ¢ durchlduft dabei das Intervall [0,7]. Den Punkt
x(0) identifizieren wir mit x = x(0). X (¢) = {x(¢) | x € X} gibt die Lage der Punktmenge X
zum Zeitpunkt ¢ wieder. Fiir zwei Punktmengen X, Xy C IR? bezeichnen wir mit 6(X1, X5)

7
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den minimalen Abstand zwischen X; und Xo:
5(X1,X2) = il’lf{|X1 — Xz‘ |Xi c Xz}

Diese Bezeichnungen geniigen zur Formulierung unseres allgemeinen Problems. Gegeben sei-
en n zeitabhingige Punktmengen X1, Xs, ..., X, C IR®. Wir interessieren uns im wesentli-
chen fiir zwei Fragen:

e Wann kollidieren zwei Punktmengen erstmals?

oo falls X;(6)NX;(t)=0 Vt>0,i#j
feot(X1, Xoy -, Xon) '_{ mf{t > 0[3i £ Xi(t) N X,(t) £ 0} sonst

e Wie nahe koénnen sich zwei Punktmengen kommen?

Amin(X1, Xa, ..., Xo) = inf{8(Xi(t), X;(1)) | # 5.t € [0, T]}

Wir koénnen bereits einige einfache Eigenschaften der symmetrischen Abbildungen t., und
A, ableiten:

tcol(X1>X27 ey Xn) = min{tcol(Xian) | { 7& j}
Amin(X17X27 cey Xn) = mm{Amm(Xz, Xj) ‘ 7 % j}

teo(X1U X, X3) = min{ten (X1, X3), tea (X2, X3)}

Amzn(Xl U X27 X3) = min{Amin(Xh X3>7 Amin(X27 XB)}

Die Punktmengen sollen real vorkommende Kérper modellieren. Deshalb fordern wir, dafl
sie zusammenhéngend und beschrankt sind. Die Bewegungen der einzelnen Punkte sollen
stetig verlaufen und zwar so, dafl ihre relative Lage zueinander unveréndert bleibt. Das
heifit, dal wir nur starre Korper betrachten wollen und keinerlei Deformationen zulassen.
Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl zu Beginn des Bewegungsablaufs die beteiligten
Punktmengen disjunkt sind, gilt folgendes Lemma:

Lemma 1.1 Fir zwei disjunkte starre Korper X, und Xy gilt:

tcol(Cl(X1)7X2> = tcol(aXluXZ)
Amin(Cl(Xl)aX2) = Amzn(aXlaXZ)

Hierbei bezeichnet 0.X; den Rand der Punktmenge X; und c/(X7) ihren AbschluB. Die beiden
Gleichungen besagen, dafl wir uns bei der Berechnung von t.,; und A,,;, auf den Rand der
Punktmengen zuriickziehen diirfen, wenn diese abgeschlossen sind.

Im Fall der starren Korper konnen wir die Trajektorien aller Punkte eines Kérpers durch
Angabe einer zeitabhéngigen Orientierungsmatrix R(t) und eines Verschiebungsvektors o(t)
charakterisieren.

x(t) = R(t)x+o(t) (1.1)
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Wenn wir dem Koérper ein korperfestes Koordinatensystem zuordnen, dann beschreibt die
Orientierungsmatrix R = R(t) gerade die Lage der Einheitsvektoren dieses korperfesten
Systems gegeniiber dem Weltkoordinatensystem und o = o(t) die Verschiebung seines Ur-
sprungs. Folglich ist die Matrix R orthonormal. Um Spiegelungen zu verhindern, verlangen
wir zusétzlich, daf stets det(R) = 1 gilt.

Der Abstand zwischen je zwei Punkten x; (¢) und x2(t) eines bewegten starren Korpers bleibt
zeitlich invariant, denn es gilt:

(61(t) — xa(0))? = (Rxs + 0 — Ry — 0’
= (x1 —%2)"RTR(%; — X3) = (x1 — X2)?, da R'R =1

Aus (1.1) erkennen wir, daf starre Korper drei translatorische Freiheitsgrade besitzen, die
durch den Vektor o repréasentiert werden, und drei rotatorische Freiheitsgrade, welche in der
Matrix R verborgen sind. (Die d? Eintrige einer d-dimensionalen orthonormalen Matrix sind
wegen der Orthogonalitdts— und Normierungsbedingungen nicht unabhéngig voneinander,
sie 148t sich schon durch (g) Parameter eindeutig festlegen.) Die populérste Alternative zur
Festlegung der Orientierung besteht in der Angabe von drei Winkeln, die aufeinanderfolgende
Rotationen um Achsen des Korper— oder Weltkoordinatensystems spezifizieren.

1.2 Modellierung der starren Korper

Die starren Korper beschreiben wir durch Polyeder. Diese spielen bei der Modellierung des-
halb eine besondere Rolle, weil sie ebene Begrenzungsflichen besitzen und dadurch leicht
repriasentierbar und gut zu handhaben sind. Zudem lassen sich real vorkommende Korper
durch Polyeder beliebig genau approximieren.

Wir beginnen mit der Definition konvezer Polyeder.

Ausgehend von einer Menge V' = {vq,Vv1,...,vi_1} C IR? kénnen wir ein konvexes Polyeder
P als die kleinste konvexe Menge, die alle Punkte aus V' enthélt, definieren. P heifit die
konvexe Hiille der Menge V.

k-1 k-1
1=0 =0

Dual hierzu konnen wir auch mit einer Menge von Halbréumen H = {Ho, Hy,..., Hi—1}
beginnen, wobei H; in der Form H; = {x|hjxi + hipwa + hisxs < hj} gegeben ist. P
definieren wir als den Schnitt all dieser Halbraume.

Diese beiden impliziten Formen der Beschreibung konvexer Polyeder liefern uns aber noch
keine explizite Darstellung. Eine solche erhalten wir mittels der sogenannten Boundary Re-
presentation, welche alle topologischen und geometrischen Informationen {iber den Rand
OP eines Polyeders P enthélt. Dieser Rand besteht aus konvexen Polygonen, die an ih-
ren Randkanten miteinander verklebt sind. Die Randkanten selbst besitzen als Rand zwei
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Eckpunkte, in denen mehrere Begrenzungsflichen zusammenstofien. Konvexe Polyeder sind
homoomorph zu einer Kugel. Deshalb 148t sich die topologische Struktur ihrer Oberflache
durch einen planaren Graphen reprisentieren. Die Geometrie legt man durch Angabe der
kartesischen Koordinaten der Eckpunkte fest. Ergénzend kann man zu jeder Fliche noch die
zugehorige Ebenengleichung angeben. Durch die Vereinigung mehrerer konvexer Polyeder
kénnen wir auch nichtkonvexe Koérper modellieren. Diese besitzen unter Umstdnden Locher
oder Hohlungen. Die Oberflichenstruktur 148t sich in analoger Weise beschreiben, indem
man sich die Inzidenzen zwischen Eckpunkten, Kanten und Fldchen merkt.

Mit V' bezeichnen wir in Zukunft die Menge der Eckpunkte, mit £ die Menge der Kanten
und mit F' die Menge der Flachen des Polyeders P. Als Beschreibungskomplexitét |P| des
Polyeders definieren wir

[Pl = [VI+[E]+[F].

1.3 Modellierung der Bewegungen

In (1.1) sind die Position o(t) und die Orientierung R(¢) beliebige Funktionen iiber der
Zeit. Wir beschrinken uns im folgenden aber darauf, dafl die Koérper nur Translationen
oder Rotationen um eine feste Achse durchfithren. Komplexere Bewegungen lassen sich stets
durch eine Folge dieser elementaren Bewegungen beliebig genau approximieren. Im Fall der
Translation in Richtung s und im Fall der Rotation um eine Achse in Richtung r durch den
Punkt o ergibt sich:

Translation:  x(t) =x +ts
Rotation:  x(t) = R(t)(x—0)+o0

Dabei bezeichnet R/(t) die Matrix, die eine Rotation um eine in Richtung r verlaufende Achse
beschreibt (siche Gleichung (A.8)).

1.4 Kollisionen und Abstinde zwischen Polyedern

Wir betrachten eine einfache Situation, an der nur zwei Kérper P, und P» beteiligt sind.
Unser Ziel besteht in der Berechnung des friithsten Kollisionszeitpunktes t.,(P;, P») und des
Sicherheitsabstandes A, (Pr, P»), der wihrend der Bewegung eingehalten wird. Sowohl P
als auch P, modellieren wir durch kompakte Polyeder. F} und F5 beschreiben die Begren-
zungsflachen. Aufgrund von Lemma (1.1) gilt:

tcol(PbPZ) = tcol(aplaap2) = tcol(F17F2)

= min{te(f1, f2) | /1 € F1, fa € [}
Amin(PbPZ) = Amzn(aplaap2) - Amin(FlaFZ)

min{ Ay (f1, f2) [ f1 € F1, f2 € I}

Im Fall der Polyeder hat sich unser Problem darauf reduziert, t., und A,,, fir zwei po-
lygonale Begrenzungsflichen zu berechnen. Mit V; bzw. Ey bezeichnen wir die Ecken bzw.
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Kanten einer Fliche f. Fiir zwei anfangs disjunkte ebene Polygone fi, f» C IR? gilt stets:

tcol(f17f2) = min{tcol(vflvf2)7tcol(f17sz)vtcol(Ewafz)}
Amin(f1>f2) = min{Amin(Vflaf2)>Amin(fl>sz)aAmin(Equfz)}

Wir iibertragen dieses Ergebnis auf die Polyeder selbst.
Lemma 1.2 Fiir zwei kompakte Polyeder Py und Py mit Py N Py = () gilt:

tcol(Pla P2) = min{tcol(‘/lu F2)7 tcol(Fla ‘/2)7 tcol(Elu E2)}
Amin(Pla P2) - min{Amin(ma FZ)) Amin(Fla ‘/2)a Amin(Ela E2)}

Die Bestimmung von t.,; erfordert also nur das Wissen iiber die Berechnung, wann ein
Punkt auf ein Polygon trifft und wann ein Liniensegment mit einem anderen Liniensegment
kollidiert. Analog verhélt es sich bei der Bestimmung des Sicherheitsabstandes A,,;,.

1.5 Einfache Algorithmen zur Bestimmung von Kolli-
sionszeitpunkten und Sicherheitsabstinden bei
Translationen und Rotationen

Zur Berechnung von t.,; bzw. A,,; benotigt man Null- bzw. Extremstellen von entspre-
chenden Funktionen des Zeitparameters t. Damit diese Funktionen handhabbar bleiben,
beschrianken wir uns zum einen auf polyederféormige Korper und lassen zum anderen nur
Translationen oder Rotationen um beliebige Achsen als Bewegungsformen der Korper zu.
Selbst unter diesen Einschrinkungen treten bei gleichzeitiger Bewegung von Koérpern noch
Funktionen auf, deren Nullstellen nur mittels numerischer Algorithmen approximativ be-
stimmt werden konnen. Deshalb fordern wir weiterhin, daf§ die Relativbewegung zwischen je
zwei Polyedern als Translation oder als Rotation um eine Achse beschreibbar ist. Wir werden
zeigen, dafl in diesen Féllen stets geschlossene Losungen fiir ., und A,,;, existieren.

Unter den obigen Einschréinkungen fiir die Bewegung der Polyeder diirfen wir bei der Be-
trachtung eines Polyederpaares (P, P») immer ein Polyeder als bewegt und das andere als
ruhend ansehen. Im Fall der Rotation legen wir der Einfachheit halber die Rotationsachse
immer in den Ursprung des Weltkoordinatensystems.

Die folgenden Notationen beziehen sich auf zwei beliebige Punktmengen X; C P; und X5 C

P,, von denen X eine Translation oder eine Rotation ausfithren soll, wahrend X, ihre Lage
beibehélt.

Xg(t) = X2 \V/t
X{ros(t) = {x+ts|x e X}
X7t = {R(t)x|x e X1}

I = >
£ (X1 Xy) = {OO falls X}()NXo=0 V>0

inf{t > 0] X;(t)N Xy # (0} sonst
(X1, Xp) = inf{d(X;(t), Xs)|t €[0,T]}

wobel * = trans oder * = rot

A*

min
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Wenn eine einzelne Ecke, Kante oder Flidche des Polyeders P; die Rolle von X; {ibernimmt,
lassen sich ¢ (X7, Xo) und Af . (X7, X5) in konstanter Zeit berechnen, wie wir spéter zeigen

werden. Eine solche Berechnung sehen wir als eine elementare Operation an.
Nach Lemma 1.1 kénnen wir ¢} ,(P;, P,) und A* . (P, Py) somit in Zeit O(|Py| - |P,|) berech-

col min
nen. Dabei ist

col(‘/hF?) = mln{tcol( 7f2) |U1 E‘/l7f2 EF2}7
col(F17‘/é) = mln{tcol(fb'l]?) | fl € Flav2 S ‘/2}7
col(Ela Eg) = mln{twl(el, 62) | er € E1,62 c E2}

Analoges gilt fiir A,,;,. In den folgenden Abschnitten wollen wir demonstrieren, dafl sich
bei der Berechnung von t?,, die Zahl der elementaren Operationen mittels einfacher Techni-
ken stark vermindern 148t. Die asymptotische Laufzeit fiir den Worst—Case erfahrt dadurch
allerdings keine Verbesserung.

1.6 Heuristiken zur Berechnung von Kollisions-
zeitpunkten

1.6.1 Elimination von Riickseiten

Bewegen wir ein Polyeder P, translatorisch in Richtung s, so kann ein Punkt p € P, natiirlich
nur mit einer Fldche f eines Hindernispolyeders P, zusammenstoflen, deren Flachennormale
n; mit der Translationsrichtung s einen Winkel grofier als 90° einschlieft (s”n; < 0). Dabei
soll die Konvention gelten, dafi ny ins Aufere von P, zeigt. Alle anderen Flichen von P, sind
Riickseiten und miissen nicht betrachtet werden.

Ahnliche Uberlegungen kénnen wir auch bei einer Rotation durchfithren. Dazu stellen wir
uns vor, dafl das Polyeder P; im Gegenuhrzeigersinn um eine durch den Ursprung verlaufende
Achse r rotiert. Wenn ein Punkt p € P, mit einer Flidche f des stationédren Polyeders P
zusammentrifft, mufl zum Zeitpunkt der Kollision die momentane Bewegungsrichtung des
Punktes p mit der Flachennormale ny einen Winkel grofier als 90° einschlieflen. Trifft p die
Flache f im Punkt x, so hat die Tangente an die Kreisbahn die Richtung r x x. Wenn es
aber keinen Punkt x € f mit der Eigenschaft (r x x)"n; < 0 gibt, so kann f als Riickseite
bezeichnet werden. Die Bedingung dafiir, dafl die Flache f in Kontakt mit dem rotierenden
Polyeder P kommen kann, 148t sich also als die Frage formulieren, ob f den Halbraum IT,
schneidet, wobei [T = {x| + (n; x r)Tx > 0}.

In der gleichen Weise konnen wir die Riickseiten des Polyeders P, beziiglich der ausgefiihrten
Bewegung definieren. Bei der Berechnung des Kollisionszeitpunktes ¢}, diirfen wir dann alle
diese Flidchen und alle Kanten und Ecken, die nur zu riickseitigen Flichen gehdren, von der
Kollisionsbetrachtung ausschlieen. Also ist

try, = min{t}

(V1+>F2 )7 col(Fl—i_vV2 )7 col(Ef_’ 2_)} mit
F* = {feF|+s"n; >0} (Translation),

F* = {feF|fnIl;y #0} (Rotation),

col
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E* = {ec E|3f € Ff:eC f},
VE = {veV|Iec E* vcel.

Nach der Beseitigung der Riickseiten bietet sich zur weiteren Reduktion der elementaren
Operationen, die zur Berechnung von t* ;, benotigt werden, folgende Strategie an:

*
col

1.6.2 Projektionsmethoden

Bei einer Translation in Richtung s projiziere man die Flidchen der beiden Polyeder auf eine
Ebene senkrecht zu s, die von den beiden orthonormalen Vektoren s; und s, aufgespannt
werde. Offensichtlich konnen zwei Flachen f; und fo nur dann kollidieren, wenn sich ihre
Projektionen f, und f, schneiden. Denn bei einer Translation eines Punktes x in Richtung
s bleiben die Komponenten von x in Richtung s; und s; unverdandert.

Im Falle einer Rotation kann man eine vergleichbare Methode benutzen, wenn man mit
Zylinderkoordinaten (d, ¢, h) arbeitet. Die Projektion besteht dann im Weglassen der Win-
kelkomponente ¢. Bei einer Rotation eines Punktes x um die r—Achse bleiben der Radius d
und die Hohe A unverdndert. Es gilt

d(x) = [rxx],
o(x) = arctan(ry’x,r17x),
h(x) = r'x.

(r; und ry ergénzen r zu einem Orthonormalsystem.)

Zur geometrischen Veranschaulichung wihle man eine Ebene, die die Rotationsachse r enthélt
und lasse die Flachen der beiden Polyeder eine 360°~Drehung durchfiihren. Dabei schneidet
eine Fliche f beim Durchdringen dieser Ebene ein Gebiet f aus, das durch Hyperbeln be-
grenzt wird (Herleitung in Abschnitt 2.2.2.1). Analog zu oben gilt, dafl ein Fldchenpaar
(f1, f2) bei einer Rotation nur dann zur Kollision gebracht werden kann, wenn f, N f, # ()
gilt.

t:ol(Fl,Fg) = min{tzol(fl, f2)|f1 € Fl, f2 € Fg,?l ﬂ72 7é @}, wobei

{(s1"x,s5"x)|x € f} (Translation) bzw.
{(jr xx|,r"x)|x € f} (Rotation)

NN

Das Beispiel in Abbildung 1.1 zeigt eine Szene aus einem Wiirfel und einem Dodekaeder.
Die Rotationsachse entspricht der x3—Achse. Daneben ist das Bild zu sehen, das die bei-
den Polyeder bei einer 360°~Drehung aus einer Ebene ausschneiden, die die Rotationsachse
enthélt. Die Riickseiten sind noch nicht eliminiert. Am Beispiel des Wiirfels erkennt man,
daB sich eine Flidche f bei der Projektion in die dh—Ebene des Zylinderkoordinatensystems
falten kann. Um solche Faltungen zu verhindern, zerteile man eine solche Fliache f einfach
durch die Ebene H]jf in zwei Teile. Diese werden fiir sich faltungsfrei abgebildet.

Nach der Projektion der Fldchen der beiden Polyeder auf eine geeignete Projektionsebene
stellt sich die Frage, wie man in effizienter Weise herausfinden kann, fiir welche Paare (f1, f2)
ein Schnitt der Projektionen vorliegt. Mit dieser Frage beschéftigen wir uns als néchstes.
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Abbildung 1.1: Projektion einer Szene in die x1x3-Ebene und ihre Darstellung im dh—Zylin-
derkoordinatensystem

1.6.3 2D-Faceboxing

Gegeben seien zwei Mengen von Gebieten im IR?, die wir F; und F5 nennen wollen. Unser
Ziel ist die Bestimmung von

Cr 7 = {(f1, fo) € F1 x Fa| fy N fo # 0}

Da |CF, 7,| < |Fi| - [F| sein kann, sollte man nicht einfach alle Paare aus F'; x F durch-
mustern, sondern einen Algorithmus benutzen, dessen Laufzeit von der Groéfle der Ausgabe
bestimmt wird.

Eine gute Heuristik zur Losung der Aufgabe besteht darin, alle Gebiete in achsenparallele
Rechtecke einzuschlieBen und das Problem fiir die beiden entstehenden Rechteckmengen zu
16sen. b(f,) bezeichne das Rechteck, das f; einschlieBt, dann gilt:

Cr, 7 © {(F1 F2) [6(f1) Nb(fo) # 0}
Schnitte zwischen orthogonalen Rechtecken zu finden, ist ein wohlbekanntes Problem.
Gegeben seien zwei Mengen B; und By von achsenparallelen Rechtecken. Die

Menge {(b1,bs) € By x By | by Nby # 0} kann in Zeit O((|B1] + |Ba|) log(|B1| +
|Ba|) + |CBp,.B,|) berechnet werden.
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In der Literatur findet man fiir dieses Problem oft den Namen “Rot-Blau Schnitt” von Recht-
ecken. Ein in [Ho89] (Abschnitt 3.7.) beschriebener Algorithmus fiithrt das 2-dimensionale
statische Problem auf ein dynamisches 1-dimensionales zuriick, indem eine Sweep—Line iiber
die Rechteckmengen gefithrt wird. Diese hélt immer dann an, wenn ein Rechteck beginnt
oder endet. Der Schnitt der Sweep—Line mit den Rechtecken ergibt jeweils eine Menge von
roten und blauen Intervallen, die in Intervallbdumen verwaltet werden. Hélt die Sweep—
Line z. B. am Anfang eines blauen Rechtecks; so hat man in dem roten Intervallbaum all
die aktiven Intervalle zu suchen, die das Intervall des blauen Rechtecks schneiden. Nach
logarithmischer Suchzeit kann eine solche Anfrage in einer Zeit durchgefithrt werden, die
proportional zur Grofle der gefundenen Schnitte ist. Die Intervallbdume selbst miissen nicht
voll dynamisch sein, weil man im voraus bereits alle moglichen Intervallgrenzen kennt. Dies
ermoglicht schliellich das Einfiigen und Loschen von Intervallen in logarithmischer Zeit und
fithrt somit auf die angegebene Gesamtlaufzeit.

Eine detaillierte Beschreibung dieses Algorithmus und Laufzeitmessungen im Vergleich zu
dem naiven quadratischen Algorithmus findet man in [Fr93].

1.6.4 Sweep—Algorithmen

Ein anderer Ansatz zur Reduktion der elementaren Operationen zur Kollisionsberechnung
benutzt die Beziehung

t, (P17P2> = mln{t* (‘/17F2)7t* (F17‘/é)7t* (E17E2)}'

col col col col

Betrachten wir wieder die jeweiligen Projektionen der beiden Polyeder, so kénnen wir die
Berechnung von t,(E;, Ey) auf die Paare (e1, e5) mit & Ney # () beschrinken.

Mit Hilfe eines einfachen Sweeps iiber die projizierte Szene lassen sich leicht alle Kantenpaare
ermitteln, deren Projektionen sich schneiden. (Der Sweep der Linien— bzw. Hyperbelsegmente
kann in der gleichen Weise durchgefiihrt werden. Haltepunkte des Sweeps wie Extrempunk-
te der Kurven und Schnittpunkte zwischen zwei Kurven konnen jeweils in konstanter Zeit
ermittelt werden.) Als Laufzeit erhalten wir O((|E1| + |Ez| + k) log(| E1| + |Es|)), wobei in
k alle Schnitte zwischen Kurvensegmenten einschliellich der rot-rot und blau-blau Schnitte
eingehen: k = |Cg, 5, | +1C5, 5,1 +10F, 5,]- Diese Vorgehensweise verfehlt allerdings ihr Ziel,
wenn k in der Groenordnung von |Py|- | Ps| liegt. Eine gewisse Verbesserung kann man errei-
chen, indem man Algorithmen benutzt, die unempfindlich gegeniiber Schnitten gleichfarbiger
Kurvensegmente sind (siche Abschnitt 1.6.5). Die Laufzeit im Worst—Case bleibt dadurch
natiirlich quadratisch. In Kapitel 3.3 werden wir einen subquadratischen Algorithmus zu
Berechnung von t79"$( Ey, F5) vorstellen.

Im Gegensatz zu den Kollisionen zwischen den Kanten der Polyeder, lassen sich Kollisionen
zwischen Ecken und Flachen sehr viel leichter in subquadratischer Zeit bestimmen:

Lemma 1.3 ¢ ,(V1, F3) und t*,,(F1,V3) (x = trans oder x = rot) kinnen in Zeit O((|Py| +

col col

|Ps|)2 log(|Py| + | Py|)) berechnet werden.

Beweis: Zur effizienten Berechnung des Kollisionszeitpunktes zwischen einer translatorisch
bzw. rotatorisch bewegten Punktmenge V; und einer stationéren Menge von Fléachen F, pro-
jizieren wir Punkte und Fléachen zunéchst in der oben beschriebenen Weise. Dadurch erhalten
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wir in der Projektionsebene neben den Punkten V; 2-dimensionale Gebiete Fy, die durch
Linien— bzw. Hyperbelsegmente begrenzt werden (siche Abbildung 1.1). Analog zu der Be-
stimmung der Schnittpunkte zwischen den Kurvensegmenten fiithren wir einen Sweep durch.
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Haltepunkten bleibt die Reihenfolge der Schnittpunkte
der Kurvensegmente mit einer Sweep—Line S gleich. (Als Haltepunkte gelten Anfangs-, End-
, Extrem- und Schnittpunkte von Kurvensegmenten.) Dieses Ordnungskriterium ermoglicht
es uns, die aktuellen Kurvensegmente in einem balancierten Suchbaum zu speichern. Dieser
dient uns aber nur als Primérstruktur zur Speicherung weiterer Daten:

Sei R eine Region, die zwischen zwei auf S benachbarten Kurvensegmenten liegt und von
S zwischen zwei aufeinanderfolgenden Haltepunkten iiberstrichen wird. Ein Punkt v; € V7,
dessen Projektion v; in R liegt, kann bei seiner Bewegung nur mit solchen Flichen f, € F3
zusammenstoflen, fiir die R C f, gilt. Deshalb merken wir uns zu jeder Region R die Menge
Fr={f, € [3|R C fy}. Zu diesem Zweck ergiinzen wir die Primérstrukur so, daf zu jedem
Kurvensegment die Menge Fr der dariiberliegenden Region R gespeichert wird.

In Abhéngigkeit vom Bewegungsmodus l&8t sich auf jeder Menge Fr eine Ordnung definie-
ren. Jeder Punkt vy, dessen Projektion v; in R liegt, wird bei einer Volldrehung die Flachen
aus Fr in der gleichen zyklischen Reihenfolge durchstoflen. Bei einer Translation lassen sich
die Fldchen aus Fg linear anordnen. Als Sekundérstruktur zur Speicherung der Mengen Fjr
benutzen wir ebenfalls balancierte Suchbdume, denn diese ermoglichen es uns, in logarith-
mischer Zeit die Fliche zu finden, die ein Punkt v; (77 € R) bei seiner Bewegung zuerst
trifft.

Die Sweep-Line S lassen wir an allen Punkten aus V; anhalten. Fiir einen Haltepunkt 7,
bestimmen wir zunéchst die Region R, die 7; enthélt, und anschlieBend die Fldache f, €
Fr C Fy, mit der vy zuerst kollidiert. Beide Stufen entsprechen einem Suchprozess in einem
balancierten Baum und kénnen in logarithmischer Zeit durchgefiihrt werden.

Wahrend des Sweeps miissen wir alle Regionen R, die die Sweep—Line schneiden, inklusi-
ve der Mengen Fpg, dynamisch verwalten. Der balancierte Suchbaum der Priméarstruktur
erlaubt das Einfiigen und Loéschen von Regionbegrenzungen in logarithmischer Zeit. Die-
se Operationen werden immer dann benétigt, wenn die Sweep—Line S an Extrempunkten
oder Schnittpunkten von Kurvensegmenten anhélt. In der Sekundarstruktur kénnen wir es
uns allerdings nicht erlauben, fiir jede auftretende Region R die Flachenmenge Fr explizit
abzuspeichern. Hier hilft uns die folgende Beobachtung weiter:

An einem Haltepunkt entstehen nur konstant viele neue Regionen. (Mehrfach vorkommende
Haltepunkte bei gleicher Position der Sweep—Line werden separat behandelt.) Alle anderen
werden weiterhin von den gleichen Kurvensegmenten begrenzt und die zugehérigen Fléachen-
mengen verdndern sich nicht. Wenn eine neue Region R entsteht, unterscheidet sich die
Menge Fr nur um eine einzige Flache von der Fldchenmenge Fr einer angrenzenden Regio-
nen R’. Deshalb geniigt es, nur die Verdnderung von Fg gegeniiber Fr zu registrieren. Da
Fr als balancierter Baum vorliegt und Fr durch Einfiigen oder Loschen einer Fliache aus
Fg hervorgeht, braucht man zur Speicherung von Fr nur den logarithmisch langen Update—
Pfad mit Verweisen auf unverdnderte Teilbdume. Dies beweist, daf§ an jedem Haltepunkt nur
logarithmische Kosten verursacht werden.

Die Laufzeit des Sweep-Algorithmus belduft sich auf O((|Vi| + |E2| +|Cg, 7,]) log | Ea|). Der
kritische Wert dabei ist die moglicherweise quadratische Zahl der Schnitte zwischen den
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Kurvensegmenten. Deshalb ist es besser, wenn wir unser Problem in kleinere Teilprobleme
aufspalten. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dafy die Menge F3 nur aus
Dreiecken besteht. (Eine Triangulierung der Oberfliche von P verdndert die asymptotische

Komplexitit von |P,| nicht.) F, zerlegen wir in /| Fy| viele Teilmengen Fj der Grofie y/|Fy.

B o= UH

tZOZ(‘/lvF2) = miintZOZ(‘/ivFé)

Fiir jede Menge Fj fithren wir den oben beschriebenen Sweep separat durch. Mit E} bezeich-
nen wir die Begrenzungskanten von Fj. Da |[Ci | = O(|Ey|) ist, erhalten wir auf diese
2,2

Weise eine Laufzeit von O(y/|E2|(|Vi| + | E2|) log | Es|) zur Berechnung von t*,,(V;, F») und

col

einen entsprechenden Term fiir ¢%,(Fy, V3). Aus |Vil, |Eq| < |Pi] und |Va|, |Es| < |Ps| folgt

col
die Aussage des Lemmas. [ ]

Bemerkungen:

Die Idee zur effizienten Verwaltung der Mengen Fg findet man bereits bei [Nu85], der einen
Algorithmus zur Berechnung der sichtbaren Flidchen einer Szene aus Polyedern beschreibt.
Der logarithmische Speicheraufwand fiir jede einzelne Menge Fr kann sogar auf eine Konstan-
te reduziert werden, wenn man persistente balancierte Suchbaume benutzt (siche [DSST89]).

1.6.5 Rot—Blau Schnitte

Wenn wir die projizierten Flachen der Polyeder in achsenparallele Rechtecke einschlielen, ist
es moglich, den Schnitt zwischen roten und blauen Rechtecken effizient zu berechnen, ohne
Schnitte zwischen gleichfarbigen Rechtecken beriicksichtigen zu miissen. Analoge Resultate
gibt es auch fiir den Rot-Blau Schnitt von Liniensegmenten.

[Ag90] erzielt z. B. folgendes, fiir uns interessante Resultat:

Rot-Blau Schnitte zwischen einer Menge von n roten 4und einer Menge von n
blauen Liniensegmenten im IR? lassen sich in Zeit O(n5 log®n + k) bestimmen,
wobei k der Grole der Ausgabe entspricht.

Damit kénnen wir t79"$(Ey, Ey) in Zeit O((|Ey|+| Es)3 log;2(|E1|+|E2|)+|C'EE2 |) berechnen.
Der Aufwand lohnt sich jedoch nur, wenn |Cg, z,| < |Ey| - [ B ist.

1.6.6 Tests zur Kollisionsfreiheit von Volldrehungen

In diesem Abschnitt wollen wir einen effizienten Algorithmus zur Entscheidung der folgenden
Frage entwerfen:

Kann ein Polyeder P; in Gegenwart eines zweiten stationidren Hindernispolyeders
P, vollsténdig um eine gegebene Achse r rotieren, ohne dafl es zu einer Kollision
kommt?
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Zur Beantwortung der obigen Frage konstruieren wir das von P iiberstrichene Volumen
P/t = {R(t)p1|p1 € Pi,t € [0,27)} und bilden den Schnitt mit P,. Offensichtlich gilt
P{OthQ 7£®<:>tzgf(P1,P2) < Q.

Zur Beschreibung des Rotationskorpers Py%, der bei einer Volldrehung von P entsteht,
geniigt es aus Symmetriegriinden, die 2-dimensionale Querschnittsflache P anzugeben.
Auf diese Weise erweist sich das gestellte Entscheidungsproblem als 2—dimensionale Aufgabe,

wie uns folgendes Lemma beweist:
Lemma 1.4 P/ NPy #0) < PONP" 40 « P NP " #0

Beweis: Es geniigt P/ N Py° # () = P/ N P, # ) zu zeigen. Alle anderen Beziehungen
sind direkt einzusehen.

PN Pyt £ ()
= 3Jt,t' €eR,p1 € P,p2 € P»: R(t)p1 = R(¥)p2
— dAp1€P,p2€P: R YR()p1 = R(t —t')p1 = p2
- P{OtﬂPQ#(Z)

Da die Oberfliche der Rotationskérper P/ und P;°* von Hyperboloiden, Kegeln und Zy-
lindern begrenzt werden, bestehen die Konturen der Querschnittsflichen EM und Emt aus
Hyperbeln und Geraden. Jetzt wollen wir Verfahren zur schnellen Berechnung dieser Kon-
turen angeben.

Wir betrachten zunéchst konvexe Polyeder, weil sich in diesem Spezialfall die entstehenden
Konturen leicht beschreiben lassen:

Wenn wir ein konvexes Polyeder P; mit einer Ebene H(h) = {x|r"x = h} senkrecht zur
Rotationsachse schneiden, erhalten wir im allgemeinen ein konvexes Polygon. Von diesem
bestimmen wir den minimalen und maximalen Abstand zur Rotationsachse:

di(h) = min{|r x p|[r'p = h,p € P}
Di(h) = max{|r xp|[r'p=h,pe P}

Die Querschnittsfliche 7, konnen wir also durch eine Funktion Ci(h) beschreiben, die
jedem Wert h ein Intervall [d;(h), D;(h)] zuordnet. Der Definitionsbereich der Funktion C;(h)
ist das Intervall
i T T
Ii = [minr"p, maxr-p].

Die Frage nach der Kollision des rotierenden Polyeders P; mit dem stationédren Polyeder
P, hat sich nun auf die Untersuchung der Querschnittskonturen C;(h) und Cy(h) reduziert.
Wegen Lemma 1.4 gilt:

P{OtﬂP2:®<:>Vh€IlmIQICl(h)ﬂOQ(h):Q

Es bleibt also die Aufgabe, fiir ein konvexes Polyeder P; die Funktion C(h) zu berechnen
(und spéter mit Cy(h) zu vergleichen).
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Der maximale Abstand D (h) kann offensichtlich nur von den Kanten des Polyeders bestimmt
werden. Fiir eine Kante e € Ey, die zwischen den Punkten a und b verlduft, konnen wir den
Abstand d.(h) zur Rotationsachse leicht ermitteln. Geméa Abschnitt 2.2.2.1 erhalten wir im
allgemeinen eine Hyperbel.

d.(h) = \Jach?+ B+, fir hel,
wobei I, = [min{r’a, r’b}, max{r’a, r’ b}]

Di(h) = max{de(h)|h € I}

Die Funktion D;(h) ist die obere Kontur einer Menge von |E;| Hyperbelstiicken.
Dementsprechend bestimmen wir die Funktion d;(h) als die untere Kontur dieser Menge
von Hyperbelstiicken, ergidnzt um eine Menge von Geradenstiicken, die wie folgt zustande
kommt: Fiir eine Fliche f € F; wird der minimale Abstand d(h) entweder auf dem Rand
angenommen oder auf dem Geradensegment, das man erhélt, wenn man von jedem Punkt
der Rotationsachse das Lot auf die Flache fallt. Wenn n;y den Normalenvektor der Fléche f
bezeichnet, dann ist dieses Segment der Schnitt der Ebene II; : (r X ny)'x = 0 mit f. Wir
definieren B := {e =1II; N f|f € F;} und erhalten:

d(h) = min {d.(h)he L)

eEEiUEZ.l
Es bleibt das Problem, die untere und obere Kontur einer Menge von partiell definierten
Kurven beschrinkter Ordnung zu bestimmen. Wir kénnen hier nur deshalb von unterer und
oberer Kontur reden, weil die betrachteten Polyeder konvex sind. Zumindest in diesem Fall
148t sich die Berechnung der Kontur auch effizient bewerkstelligen. Hat man die beiden
Konturen Cy(h) und Cy(h) fir die beteiligten Polyeder berechnet, so mufi man nur noch
testen, ob gilt 3h € I1NI : C1(h)NCy(h) = (. Dies kann mittels eines herkémmlichen Sweep—
Algorithmus in Zeit O(|Cy| + |C3|) geschehen, wenn die beiden Konturen in Sweeprichtung
sortiert vorliegen. (|C;| mifit dabei die Zahl der Kurvensegmente, die zur Beschreibung von
C; notig sind.)
Die Berechnung der gesuchten Konturen kénnte auch mit Hilfe eines Plane-Sweep—Algorith-
mus geschehen, aber dann wire die Laufzeit abhingig von der Zahl der Uberkreuzungen
der Kurvenstiicke, die im schlechtesten Fall quadratisch sein kann. Sharir [Sh88b] schligt
folgenden einfachen Divide-And—Conquer Algorithmus vor:
Zur Berechnung der oberen Kontur D(h) einer Menge von n Kurvenstiicken zerlege man die
gegebene Menge in zwei gleich grofie Teile F' und G. Fiir jede der beiden Teilmengen berechne
man die zugehorigen Konturen Dp(h) und Dg(h) rekursiv. Die Kontur D(h) ergibt sich —
dhnlich zu Mergesort — durch Mischen von Dp(h) und Dg(h). Dr(h) sei wie folgt durch (g
Kurvensegmente gegeben (analog Dg(h)):

fi(h) fir h € [ay, a}] g1(h) fiir h € [by, V)]

fa(h) fiir h € [ag, ab) g2(h) fiir h € [by, b))
Dp(h) =4 Dg(h) =

fip(R) fiir b € [ay,, ap, ] 91 (h) fiir b € [by,, b,

00 sonst 00 sonst
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Abbildung 1.2: Illustration des Konturmischens

Dabei gelte a; < a; < a;41 und b; < b < bjg. ¢ < g < ... < ¢ sei die sortierte Folge
(ohne Mehrfachvorkommen) der a;, a; und b, b fir i = 1,...,lpund j = 1,...,lg d.h.

79 7
[ <2(lp + lg). Diese Folge stellt die gemeinsame Verfelnerung der durch Dp(h) und Dg(h)
vorgegebenen Partitionierungen dar. Auf jedem Intervall Iy = [cg, cpqq] fir k= 1,...,01—1

kann man den Verlauf der Kontur nun einfach berechnen, denn es kénnen nur vier verschie-
dene Fille eintreten:

(1) In Iy liegt kein Kurvenstiick.

(2) In Iy C [a;,a}] liegt nur das Kurvenstiick f;(h). Dann ist D(h) = f;(h) fir h € Ij.

(3) In I, C [by, ] liegt nur das Kurvenstiick g;(h). Dann ist D(h) = g;(h) fiir h € I.

(4) In I, liegen die Kurvenstiicke f;(h) und g;(h). I = [a;, a;] N [b;,b;]. Wenn sich die
beiden Kurven in hochstens m Schnittpunkten s; < so < ... < s, schneiden, zerfallt
It in maximal m + 1 Teilintervalle Iy o = [ck, 51, -, Igm = [sm, Ck+1). Innerhalb jedes

Intervalls Iy n,,/,0 < m' < m ist D(h) eindeutig bestimmt:

Dy = L fith) falls - fi(h) > g;(h) Vh € I
(h) = gj(h) falls f;(h) <gj(h) Vh € I

Aufgrund von (4) konnte man befiirchten, dafl die GroBe der Konturen beim “Zusammenmi-
schen” unaufhaltsam steigt. Wenn die Zahl der Schnittpunkte zwischen zwei Kurven durch
eine Konstante m beschrénkt ist, kann das jedoch nicht vorkommen, wie sich aus der Theorie
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der Davenport-Schinzel-Folgen [DS65, Sz74| ableiten 1a8t. In [Sh88b] wird gezeigt, dafl die
GroBe solcher Konturen stets durch O(nlog® n) beschrénkt ist. Beim Mischen zweier Kontu-
ren, die aus je n/2 Kurvensegmenten (beschrankter Ordnung) hervorgegangen sind, benotigt
man also hochstens Zeit O(2-5 log" §) = O(nlog™ n), so daf wir in den log n Rekursionsstufen
insgesamt Zeit O(nlognlog® n) verbrauchen.

Die Konvexitédt der beiden Polyeder spielt nur insofern eine Rolle, als daf§ die Konturen als
Funktionen der Variable h beschreibbar sind.

[GSS89] beschreiben eine Methode, um die Kontur einer Zusammenhangskomponente eines
Arrangements von n Kurvenstiicken zu berechnen. Die Zusammenhangskomponente ist durch
einen Punkt spezifiziert, der in ihr liegt. Unter der Voraussetzung, dafl je zwei der Kurven
nur konstant viele Punkte gemeinsam haben, erzielen sie eine Laufzeit in der Gréfenordung
O(nlog®nlog* n). Dies ist moglich, weil auch hier die Gréfe der gesuchten Kontur nicht
starker als O(nlog®n) wachsen kann. Genauso wie in dem oben dargestellten Spezialfall
baut ihr Algorithmus auf dem Divide-And—Conquer Prinzip auf, und der Mischschritt wird
mittels eines Plane—Sweeps realisiert.

Wir konnen dieses Resultat benutzen, um das Kollisionsproblem fiir Volldrehungen auch
fiir nicht konvexe Polyeder effizient zu 16sen. Fiir die Polyeder P; und P arbeiten wir mit
den 2-dimensionalen Arrangements A(P;) und A(F;), die von den Mengen der Hyperbeln
{d.(h)|h € 1.} gebildet werden, wobei e die Menge E; U E{- bzw. E, U Ey durchliuft. Da
wir von A(F;) jeweils nur eine Zusammenhangskomponente berechnen miissen, erhalten wir
das folgende Resultat.

Lemma 1.5 Die Frage, ob ein Polyeder Py in Gegenwart eines Polyeders Py eine Voll-
drehung ausfiihren kann, lift sich in Zeit O(|Py|log? |Py|log* |P| + |Py|log? | Py|log™* | Py|)
entscheiden. Wenn Py und Py konvex sind, bendtigt man nur Zeit O(|Py|log|P;|log™ | P
+[Po[ log | P| log™ [ Pyl).

Dieses Ergebnis lét sich natiirlich auf den Fall translatorischer Bewegungen iibertragen.
Statt mit Hyperbelsegmenten mufl man dort nur mit Liniensegmenten operieren. Der resul-
tierende Algorithmus kann entscheiden, ob P; entlang einer vorgegebenen Gerade verschoben
werden kann, ohne mit P, zu kollidieren.

1.6.7 3D-Faceboxing bei zeitlich begrenzten Bewegungen

Statt zu fragen, wie lange man ein Polyeder P; verschieben oder drehen kann, ohne mit
einem Hindernis P, zusammenzustoflen, interessiert man sich oft fiir die Kollisionsfreiheit
einer zeitlich begrenzten Bewegung:

n . Jooo falls Pi(t)NPa(t) =0 Vte [t ts]
Lt (Pu(8), B = {mm{te[tmﬂﬂ Do =0 vecln

In den vorangegangenen Abschnitten bestand der erste Schritt zur effizienten Berechnung
des Kollisionszeitpunktes tf ,(P;, P») stets aus einer geeigneten Projektion, wodurch sich die
Dimension der Problemstellung entsprechend verminderte. Zur Berechnung von t%,,( Py, P»)|:?
(* = trans oder x = rot) kann man natiirlich die Heuristiken, die auf der Projektionsmethode

basieren, benutzen. Es ist aber iiberfliissig, eine Begrenzungsfliche f; € P; auf Kollision mit



22 1 Kollisionen und Sicherheitsabstdinde

einer Hindernisfliche f; € P, zu testen, wenn aufgrund der kurzen Bewegungsdauer f, fiir
f1 unerreichbar ist, selbst wenn sich ihre Projektionen f; und f, schneiden.

In dieser Situation kénnte man prinzipiell so vorgehen, dal man zu jeder bewegten Flache f;
das iiberstrichene raumliche Gebiet f; = {x(t)|x € fi,t € [t1,t2]} konstruiert und unter all
den Hindernisflichen, die f; schneiden, die zuerst getroffene bestimmt. Dazu kénnte man die
Begrenzungsflichen der Hindernisse so vorverarbeiten, dafl man fiir ein beliebig vorgegebenes
Gebiet f; schnell die in Frage kommenden Flidchen bestimmen kann. Wihrend f{*"* noch
als Polyeder beschrieben werden kann, besitzt f7° hyperbolische Begrenzungsflichen, was
diese Aufgabe zusitzlich erschweren wiirde. Deshalb schliefen wir die von den bewegten
Flachen {iiberstrichenen Gebiete und auch die Hindernisflichen in achsenparallele Quader
ein. Die Quader der bewegten Fliachen farben wir rot, die anderen blau. Ebenso wie im
2—dimensionalen Fall verfiigt man iiber einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung der
Rot-Blau Schnitte dieser Quadermengen (siche z.B. [EM81]).

Gegeben seien zwei Mengen By und B, von achsenparallelen Quadern. Die Men-
ge CB1,BQ = {(bl,b2)|bl € Bl,bg € Bg,bl N b2 7é @} kann in Zeit O((|Bl| +
| Ba|) log®(| B1| + | Ba|) + |CBp,.5,|) berechnet werden.

Dieses Ergebnis kann man analog zum 2-dimensionalen Fall mit Hilfe eines Sweeps erzielen.
Dabei mufl man in der Sweep—Ebene Rechteckmengen dynamisch verwalten. Dazu eignen
sich verschachtelte Segment— und Bereichsbédume, die Einfiigen und Loschen in quadratisch—
logarithmischer Zeit erlauben.

Bewegt sich ein Polyeder P; nur iiber eine kurze Entfernung in einer Hinderniswelt, die aus
mehreren Polyedern P, ..., P, besteht, so wird er nur mit den Polyedern in seiner unmit-
telbaren Nachbarschaft zusammenstoffen konnen. In diesem Fall wére es Zeitvergeudung,
teot(Pr, P;) mit der obigen Methode fiir alle i = 2,...,n separat zu berechnen. Statt dessen
schliefen wir alle Hindernisflichen der Polyeder P, ..., P, in achsenparallele Quader (B)
ein und verwalten diese gemeinsam in einer geeigneten Datenstruktur. Die von den Fléchen
des bewegten Polyeders P; iiberstrichenen Raumbereiche approximieren wir ebenfalls durch
Quader (B'). Fiir jeden Quader &' € B’ ermitteln wir einzeln die Hindernisquader b € B, die
b' schneiden, indem wir die Datenstruktur fiir B befragen.

Auf diese Weise stoflen wir auf ein Problem, das in der Literatur unter dem Namen Dynamic
Orthogonal Intersection Query gefithrt wird. Aus [Meh84] (Abschnitt 8.5.3.) ist folgendes
Resultat bekannt:

Gegeben sei eine dynamische Menge B von achsenparallelen Quadern. Fiir je-
den beliebigen Quader o kann man die Menge Cpy g = {b € BV Nb # 0}
in Zeit O(log® | B| + |Cy p|) berechnen. Der Platzbedarf zur Speicherung von B
betrigt O(|B|log? | B|). Einfiigen und Loschen von Quadern kosten amortisiert
O(10g* | B)).

Es erweist sich als giinstig, dafl man die Menge der Hindernisquader sogar dynamisch ef-
fizient verwalten kann. Betrachten wir ndmlich einen Bewegungsablauf in einer Szene von
mehreren Polyedern, bei dem in jedem Schritt genau ein Polyeder bewegt wird wéahrend
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alle anderen ihre Lage unveréndert lassen, so dndert sich die Hinderniswelt dynamisch, weil
unterschiedliche Polyeder die Rolle des bewegten Objektes iibernehmen kénnen.

Um einen solchen Bewegungsablauf auf Kollisionsfreiheit zu iiberpriifen, nehme man zuerst
simtliche Hiillquader aller Polyederflichen in die Menge B auf. Wenn der Polyeder P; durch
eine Bewegung seine Lage verindern mochte, werden die zu F; gehorigen Quader aus B
entfernt. Die von den Fléachen F; iiberstrichenen Raumbereiche werden durch Quader appro-
ximiert und bilden die Menge B’. Fiir jeden Quader &/ € B’ liefert uns die Datenstruktur
fiir B alle von ' geschnittenen Hindernisquader ohne groie zuséitzliche Kosten. Die Quader-
schnitte informieren uns dariiber, welche Polyederflichen kollidieren kénnen. Nur fiir diese
fiihrt man dann einen exakten Kollisionstest durch. Danach kann P; seine neue Lage ein-
nehmen. Dazu werden die neuen einhiillenden Quader fiir F; berechnet und in die Menge B
aufgenommen.

Bei dieser dreistufigen Vorgehensweise verteilen sich die Kosten wie folgt: Das Entfernen und
das spitere Einfiigen der Hiillquader der Flichen F; kosten amortisiert jeweils O(| | log® | B|).
Der Kollisionstest selbst kostet ebenfalls O(|F;|log® |B|), jedoch zuziiglich der Anzahl der
Quaderschnitte.



Kapitel 2

Elementare Kollisionsberechnungen

In diesem Kapitel wollen wir die mathematischen Grundlagen zur Berechnung von Kollisio-
nen zwischen einem translatorisch (rotatorisch) bewegten und einem stationéren Polyeder
erarbeiten. Neben der reinen Berechnung von Kollisionszeitpunkten ¢}, (x = trans oder
% = rot) interessiert uns auch die Frage nach eingehaltenen Sicherheitsabstinden A¥ . und
die Frage nach der Kollision der zugehérigen Hiillkérper, wie Kugeln oder Zylinder. Wir
werden zeigen, daf} sich ¥, und A . ohne numerische Approximationsmethoden direkt er-
mitteln lassen, weil sich die notwendigen Berechnungen auf die Nullstellenbestimmung von
Polynomen héchstens vierten Grades zuriickfiihren lassen.

Ein Teil der Resultate wurde mit Hilfe eines Algebra—Systems gefunden. Derzeit verfiigbare
Algebra—Systeme unterstiitzen jedoch symbolische Berechnungen mit Vektoren und Matrizen
nur komponentenweise und sind deshalb nur zur Verifikation der Ergebnisse von wirklichem
Nutzen. Wir bemiihen uns um eine vektorielle Schreibweise, so dafl sich Symmetrien, die
bereits in der Problemstellung erkennbar sind, in der vektoriellen Formulierung der Resultate
widerspiegeln. Dies fiihrt zu wesentlich kompakteren Formeln, die sich effizienter auswerten
lassen und somit zur Beschleunigung der Algorithmen beitragen.

2.1 Berechnung von Kollisionszeitpunkten

2.1.1 Kollision zwischen einem Punkt und einer Fliche

Gegeben seien ein Punkt a und ein konvexes Polygon f. Das Polygon f liege in der Ebe-
ne H = {x|nTx = ny}. Die Eckpunkte von f in zyklischer Reihenfolge bezeichnen wir
mit vg,Vy,...Vk_1,Vk = Vo. Das Vorzeichen des Normalenvektors n sei so gewahlt, dafl
die Randpunkte im Gegenuhrzeigersinn aufgezahlt sind, wenn man in Richtung —n auf f
blickt. Eine numerisch giinstige Art und Weise, die Ebenengleichung aus den Koordinaten
der Eckpunkte zu bestimmen, lautet:

k—1 1 k—1
n= Z(Vi X Viy1) ng = EnT Zvi
i=0 =0

Der Normalenvektor sollte anschlieend noch normiert werden. Diese Konventionen erlauben,
in einfacher Weise zu testen, ob ein Punkt a’ der Ebene H zum konvexen Polygon f gehort,

24
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denn es gilt:

aef < Vi:detna —vivigg —vi <0
2.1.1.1 Die Berechnung von t7¢"(a, f)

col

Wir beantworten zuerst die Frage, wann a bei einer Translation in Richtung s auf die Ebene
H sto8t. Dabei setzen wir voraus, dal n”'s # 0 ist.

no —n’a

n(atts)=ng <= t= (2.1)

n's
Sollte t < 0 sein, so bewegt sich a von H weg. Sei a’ = a + ts, so gilt:

t falls t>0 AN a ef
o0 sonst

rensa, ) = {

2.1.1.2 Die Berechnung von t7%(a, f)

Wir verfahren analog zu der Berechnung von ¢77¢"(a, f). Die Richtung r der Rotationsachse

sei normiert (|r| = 1). Aus nTR(t)a = ng erhalten wir gem#f Formel (A.10) die Gleichung
n’rr’a+ cost (n"a —n’rr’a) +sintr’(a x n) = ng
Diese ist von der Form

a cost+ ( sint+v=0

mit den Koeffizienten

a = (nxr)f(axr),
B = a'(nxr),
v = a’rr’n —n,.

Obige Gleichung hat im allgemeinen zwei Losungen (vgl. (A.14)). Wir bezeichnen sie mit
t1,t9 € [0,27). Mit a; = R(¢;)a erhalten wir:

rot(a f):{oo falls a; & f A as & f

col min{t; | a; € f, i = 1,2} sonst

Dies gilt natiirlich nur unter der Voraussetzung, dafl keine Entartung aufgetreten ist. Falls
nflr = nxr=0 = «a=0=0.Fallsy # 0, so kann keine Kollision auftreten,
weil das Gleichungssystem keine Losung besitzt. Im Fall v = 0 rotiert der Punkt a in der
gleichen Ebene, in der auch f liegt, und eine Kollision tritt dann auf, wenn a auf eine
Begrenzungskante von f stofit.
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2.1.2 Kollision zwischen zwei Liniensegmenten

Gegeben seien zwei Liniensegmente mit den Endpunkten a und b bzw. ¢ und d:
lay = {a+ub-a)[0<p<1}
lea = {c+v(d—c)|0<v <1}

Die zugehorigen Geraden bezeichnen wir mit L., und L.4. Das Liniensegment [, bewege sich
translatorisch oder rotatorisch und [.; sei fest. Wir mochten folgende Minima berechnen:

o falls 150 Nlw=0 ¥t>0
min{t > 0|0}, (t) Nl.q # 0} sonst

wobel * = trans oder * = rot

t:ol(labv lcd)

2.1.2.1 Die Berechnung von t"%(1,,,1.q)

col

Zunéchst wollen wir den minimalen Abstand zwischen [, und [.4 in Richtung s bestimmen.
Deshalb suchen wir die Losung der Gleichung

at+ub—a)+ts=c+vrv(d—-c) mit 0<t,0<puv<1

Dieses lineare Gleichungssystem losen wir mit Hilfe der Kramer’schen Regel (sieche (A.2)).
Dabei setzen wir voraus, daf det[s,b —a,d — c] # 0 ist. Es folgt:
det[c —a,b—a,d — c
t = 2.2
det[s,b —a,d — ] (22)
det[s,c —a,d — ]
_ 2.3
a det[s,b —a,d — ] (23)
det[s,c —a,b — a]
= 2.4
g det[s,b —a,d — ] (24)
Daraus erhalten wir die Formel zur Berechnung des Kollisionszeitpunktes fiir zwei Linien-
segmente. Wenn det[s, b — a,d — ¢| # 0 ist, gilt:

ttrans (lab7 lcd) —

col

t falls t>0, 0<pu,v<1
00 sonst

Anderenfalls liegt eine entartete Situation vor, die sich im wesentlichen als ein 2-dimensio-
nales Problem darstellt. Dann gilt:

toot " (lap, lea) = min{tiy™ ({a, b}, lea), toey™ (v, {c, d})}

Anstelle einer detaillierten Diskussion des obigen Sonderfalls betrachten wir den allgemeinen
Fall genauer.

In der Formel fiir ¢ sollten die Variablen a, b, ¢, d gleichberechtigt vorkommen. Eine symme-
trische Form findet man, wenn man die Determinante im Zahler von (2.2) entwickelt:

—detlc —a,b—a,d — c] = det(M),

1 11 Wem‘*”

wobei M::la b e d
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Die Matrix M enthélt in der ersten Zeile nur Einsen. Die drei iibrigen Zeilen sind aus den
Vektoren a, b, c und d aufgebaut. det(M) = det[b — a,c — a,d — a] stellt ein Spatprodukt
dar und ist proportional zum Volumen des Tetraeders, der von den vier Punkten aufge-
spannt wird. Wenn det(M) = 0 gilt, dann liegen die vier Punkte in einer Ebene. Dies gilt
insbesondere auch dann, wenn die beiden Liniensegmente [, und [.4 parallel sind.

det(M) =0 <= (LatNLea # D) V (Lap || Lea) (2.5)

Wenn wir die Abkiirzungen

01 1 1 1 01 1
M“:[sbcd]’ Mb':[ascd]’

1 1 0 1 1 1 10
M, : [absd]’ Md'_[abcs]

benutzen, dann lassen sich ¢, x und v wie folgt ausdriicken:

L det(M) B det(M,) B det(M,)
T det(M,) + det(My) T det(M,) + det(M,)  det(M,) + det(M,)

Durch Ausnutzung der Beziehung det(M,) + det(M,) + det(M.) 4+ det(M,) = 0 lassen sich
die Bedingungen 0 < p, v < 1 ebenfalls in eine symmetrische Form {iberfiihren:

(det(M.,), det(M,) < 0 A det(M.,), det(My) > 0)

V (det(M,), det(M) > 0 A det(M,), det(My) < 0) (2.6)

Dieses Ungleichungssystem wird uns in Abschnitt 3.3 wiederbegegnen. Es driickt aus, unter
welchen Umsténden das Liniensegment [, bei einer Verschiebung in Richtung s mit dem
Liniensegment [.; zusammenstoflen kann.

Wiéhlen wir die Verschiebungsrichtung s = (b — a) x (d — ¢) senkrecht zu den Richtungen
von Iy, und .4, so erhalten wir aus Gleichung (2.2) den euklidischen Abstand §(Lgp, Leq) der
zugehorigen Geraden, vorausgesetzt dafl Ly |f Leg ist:

1 1 11
‘det[abcdH

(b —a) x (d—c)

5(Lab> Lcd) (27)

Wenn wir wissen wollen, ob die Endpunkte der kiirzesten Verbindungsstrecke zwischen L,
und L.; auch auf den entsprechenden Liniensegmenten liegen, brauchen wir nur die Un-
gleichungen (2.6) zu iiberpriifen. Bei dieser besonderen Wahl von s vereinfachen sich diese
zu

det[s,d — c,a] > det[s,d, c] > det[s,d — ¢, b]
A det[s,b — a,c] < det[s,b,a] < det[s,b —a,d]. (2.8)

Fiir diese Bedingungen fiihren wir ein eigenes Préadikat y(a, b, c,d) ein. Dieses Préadikat ist
insbesondere dann erfiillt, wenn Iy, Nl.g # 0 oder Iy || leq gilt.
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2.1.2.2 Die Berechnung von "% (l,4, l.q)

col

Nun wollen wir ein rotierendes Liniensegment [,;, betrachten und fragen, wann es mit einem
stationdren Liniensegment [.; zusammenstoft.

R(t)(a+pub—a))=c+rv(d—c) mit 0<¢,0<pu,vr<1 (2.9)

Dieses Gleichungssystem enthélt die Unbekannten ¢, u, v, die im folgenden bestimmt werden
sollen. Wir benutzen hierzu die Abkiirzung R = R(t). Wenn die rotierende Gerade L, die
feste Gerade L.q schneidet, dann gilt nach Gleichung (2.5):

detl 1 1 1 1]20

Ra Rb ¢ d
<= det[R(b—a),c,d] + detRa,Rb,d —c|] =0
< (cxd)'R(b—a)+(d—c)'R(axb)=0 (2.10)

Mit Hilfe von Formel (A.10) konnen wir Gleichung (2.10) auflosen. Wir erhalten eine Glei-
chung der Form

a cost+ [ sint+~v=0 (2.11)
mit den Koeffizienten
a = (d—-c)f(axb)—r’(d—-c)rf(axb)
+(b—a)T(cxd) —r’(b—a)r’(cxd),
B = r’'((b—a)x(cxd)—(d—c)x(axbh)),
v = rf(d-c)r’(axb)+rl(b—-a)r’(c xd).

Man beachte die erwartete Symmetrie dieser Formeln, was die Rollen von (a, b) und (c,d)
betrifft! Man erkennt, dafl eine Vertauschung von (a, b) mit (c, d) gerade eine Vorzeichenum-
kehr von 3 bewirkt, was einer Negation der Losungswinkel ¢ gleichkommt. Wie geometrisch
zu erwarten ist, sind die Formeln invariant gegeniiber einer gemeinsamen Verschiebung der
Liniensegmente in Richtung r.
Entartung tritt immer dann ein, wenn o = = v = 0 gilt. Das ist der Fall, wenn (r ||
b—a)A(r| d—c)oder wenn (r L b—a)A(r L d—c) oder wenn die beiden Geraden
Ly und L., einen gemeinsamen Punkt auf der Rotationsachse haben. Im letztgenannten
Fall diirfen wir aufgrund der Verschiebungsinvarianz annehmen, daf§ sich L, und L. im
Ursprung schneiden. Dann gilt axb=cxd=0=a=0§=~v=0.
Bis jetzt haben wir so getan, als ob wir die Kollision fiir die beiden Geraden L., und L.4
durchfithren wollten. Gleichung (2.11) besitzt im allgemeinen zwei Losungen (vgl. (A.14)),
die wir mit t1, ¢y € [0, 27) bezeichnen. Fiir jeden dieser Drehwinkel miissen wir untersuchen,
ob I798(t;)Nleq # 0 ist. Um diese Inzidenz zu testen, ziehen wir das Pridikat x (siehe (2.8)) zu
Rate. Ebenso wie fiir die oben genannten entarteten Fille mufl fiir den Fall I7%(¢;) || l.q eine
Sonderbehandlung durchgefiihrt werden. Fiir den allgemeinen Fall erhalten wir die gesuchte
Formel

(L o) = oo falls y1=x2=0
col \'abs ‘ed min{t; | x; =1, i =1,2} sonst,

wobel  x; = X(R(tl)av R(tl)bv C, d)
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2.1.3 Kollision zwischen Kugeln und Zylindern

Kugeln eignen sich in besonderer Weise als Hiillkérper bei der Betrachtung von Kollisionen
bewegter Objekte, weil sich die Frage nach einer Kollision von Kugeln als einfaches Ab-
standsproblem ihrer Mittelpunkte stellt. Fiir zwei Kugeln S; = {x|0(x, m;) < p;} (i = 1,2)
gilt:

tear(S1(), S5(1)) = min{t > 0[6(my (¢), ma(t)) = pr + po}

Bewegt sich eine Kugel auf einer Geraden oder einer Kreisbahn wéhrend die andere ihre
Position beibehélt, so erhalten wir einfache quadratische Gleichungen zur Bestimmung des
Kollisionszeitpunktes t., (siche Abschnitte 2.1.3.1 und 2.1.3.4).

Kugeln sind zwar die einfachsten Hiillkorper, aber in vielen Féllen approximieren sie die Form
eines gegebenen Objektes nur unzureichend. Bei langgestreckten Objekten ist es giinstiger,
statt Kugeln Zylinder zu benutzen. Wenn man zusétzlich auf die Grundflichen des Zylinders
Halbkugeln aufsetzt, reduziert sich das Kollisionsproblem auf ein Abstandsproblem fiir die
Zylinderachsenabschnitte.

Abbildung 2.1: Kollision zwischen zwei Zylindern mit aufgesetzten Halbkugeln

An die Stelle der Bestimmung des Abstandes zwischen zwei Punkten tritt nun die Abstands-
berechnung zwischen Liniensegmenten, was eine einfache Verallgemeinerung des obigen Prin-
zips darstellt. Betrachten wir zwei Liniensegmente [; und [y als Achsenabschnitte von zwei
Zylindern mit Kugelkappen C; = {x|d(x,[;) < p;} (i = 1,2), so gilt:

teot(C1(1), Co(t)) = min{t > 0[0(l1(t), l2(t)) = p1 + p2}

Der Abstand zwischen zwei windschiefen Liniensegmenten [y = [, und [y = [ ist gleich
dem Abstand der zugehorigen Geraden L, und L4, falls die Endpunkte der kiirzesten Ver-
bindungsstrecke zwischen L, und L.; auf den Liniensegmenten liegen. Diese Eigenschaft
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wird durch das Préadikat x(a, b, c,d) ausgedriickt (siche (2.8)). Ansonsten bestimmt einer
der Punkte a, b, ¢ oder d selbst den Abstand zum anderen Liniensegment. Also gilt:

5(lab7 lcd) { 5(Lab, Lcd) falls X(a7 b7 c, d) =1

min{d(lap, €), 0(lap, d), d(lea, @), 6(leq, b)}  sonst

Falls die Geraden nicht parallel sind, konnen wir zur Berechnung von §( Ly, Leq) die For-
mel (2.7) benutzen. Bei Parallelitiat reduziert sich das Problem auf die Abstandsbestimmung
zwischen einem Punkt und einer Geraden.

Der Abstand zwischen einem Punkt ¢ und einem Liniensegment [, ist gleich dem Abstand
des Punktes ¢ von der Geraden L, falls der Endpunkt des Lotes von ¢ auf L, auf dem
Liniensegment [, liegt. Dies beschreiben wir durch das Préadikat ¢(a, b, c). Ist dies nicht der
Fall, bestimmt einer der Punkte a oder b den Abstand von [, zu c.

B d(Lap,c) falls ¢(a,b,c)=1
Olap,0) = {minf&(a,c),é(b,c)} sonst

Fiir den Abstand des Punktes ¢ zu der Geraden L, und das Pridikat ¢ (a, b, c) gilt:

laxb+ (b—a)xc|
b — a|
Y(a,b,c) : (b—a)fa<(b—a)c<(b—-a)’b

5<Lab7 C)

Die Berechnung des Zeitpunktes ¢.,, zu dem die bewegten Liniensegmente [;(t) und l(t)
den Abstand p; + p2 = p annehmen, kénnen wir somit auf Abstandsberechnungen zwischen
Geraden und Punkten zurtickfithren.

teol = minU’]} mit

Ty = {t =2 0[0(Lab(t), Lea(t)) = p A x(a(t), b(t), c(t), d(t)) = 1}
7, = {t=0[0(Lap(t),c(t)) = p A(alt),b(t), c(t)) = 1}

7, = {t=0[6(Lap(t),d(t)) = p A y(a(t),b(t),d(t)) = 1}

73 {t = 06(Lea(t), a(t)) = p Atp(c(t), d(t), a(t)) = 1}

7 = {t20[6(Lea(t),b(t)) = p A (c(t),d(t), b(t)) = 1}

T, = {t=0[s(a(t),c(t)) = p}

Ts = {t=0[5(b(t),c(t)) = p}

T = {t=0[s(a(t),d(t)) = p}

)

Schrianken wir die Form der Bewegung so ein, daf ein Liniensegment ruht und das andere
sich geradlinig bewegt oder um eine feste Achse rotiert, dann besitzen die Mengen 7; nur
konstant viele Elemente, denn jedes 7; ist eine Teilmenge der Nullstellen eines Polynoms von
héchstens viertem Grad.

In den folgenden Abschnitten diskutieren wir die aufgefiihrten Fille genauer:



2.1 Berechnung von Kollisionszeitpunkten 31

2.1.3.1 Translation Punkt — Punkt

la+ts—c| = p
fithrt zu einer quadratischen Gleichung der Form

at* +Bt+v = 0
mit den Koeffizienten

a = s

ﬁ = QST(a—C),
v = (a—¢)-p”

2.1.3.2 Translation Gerade — Punkt

laxb+ (b—a)x(c+ts)] = p/b—al
fithrt zu einer quadratischen Gleichung der Form
at? +Bt+v = 0
mit den Koeffizienten

a = (sx(b—a))?
g —2(sx (b—a))f(axb+bxc+cxa),
7 = (axb+bxc+cxa)—pib—a)

2.1.3.3 Translation Gerade — Gerade

a+ts b+its ¢ d

detl 1 1 11”

fithrt zu einer linearen Gleichung der Form

lat+ 8] = v
t =

Die Koeffizienten erhilt man durch Entwickeln der Determinante:
a = s'((d—c)x (b—a))
B = (b—a)f(cxd)+(d—-c)'(axDb)
v = pl(b—a)x(d-c)
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2.1.3.4 Rotation Punkt — Punkt

Ra—c| = p
ergibt eine Gleichung der Form
acost+ fBsint+vy = 0

mit den Koeffizienten

a = 2a’b-—2rlar’b,
B = 2rf(axb),
v = p*—a?—b’>—2rlar’b.

Die Substitution x = cost liefert eine quadratische Gleichung

f(@) = foa’+ fizx+ fo mit

fO = 72 _627
fl = 20[77
fo = o+ 5%

2.1.3.5 Rotation Gerade — Punkt

laxb+(b—a)xRcl = pb-—al
fithrt zu einer Gleichung der Form
aycost 4 frsint + 7y — (agcost + Basint + v5)* 4+ = 0.
Mit Hilfe von Gleichung (A.10) kénnen wir die Koeffizienten berechnen:

ap = 2c'((axb)x (b—a)) -
B = 2rf(c x ((a x b) x (b —a)))
71 = 2rfer’((ax b) x (b —a))
a; = (b—a)lc—m
By = r’(cx(b—a))
7 = rler’(b—a)

0 = (axb)’+(c"—p*)(b—a)’

Wir substituieren © = cost und y = sint und eliminieren y mittels der Beziehung y =
++/1 — 22. Die entstehende Wurzelgleichung kénnen wir durch einmaliges Quadrieren in ein
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Polynom vierten Grades iiberfithren. Die reellen Nullstellen dieses Polynoms f(z) entspre-
chen den Cosinus—Werten der Drehwinkel, bei denen der Punkt ¢ von der Gerade L, gerade

den Abstand p hat.

flz) =
fo =

fi =
fa =

fs =
fi =

fia* + f32® + for® + fro + fo  mit

—401 0272 — By + B7 + 20575 — 77 + 2073
—2710 + 2736 — 6% + 2105 + 2630 — 7,

20175 — 2010 — dayys — 2011 + 20433

+das 372 — 4B + 47104272 + dany9d

204353 + 20455 + 271045 272 2527% 271622
—ai — 7 +206; + 4CY104272 — 2036 + 451627,

2.1.3.6 Rotation Gerade — Gerade

det [

2oqoz2 40@72 204152 + 4510035 — 40426272
—042 52 - 204262
1 1 1 1

Lol H — pR(b—a)x (d—o)

fithrt zu einer Gleichung der Form

(oycost + Bysint + 1) + p? (agcost + Bysint 4+ 75)* — p*d = 0.

Wiederum hilft uns Gleichung (A.10) bei der Berechnung der Koeffizienten:

aq
b
M
Qg
o

V2
1)

(d—c)(axb)+(b—a)(cxd)—m

r’((b—a) x (cxd) - (d—c) x (ax b))
r’(d - c)r’(axb) +r’(b—a)r’(c x d)
(d—c)'(b—a) 7

r’((b—a) x (d —c))
r’(b —a)r’(d - c)
(b—a)*(d -¢)’

Auch hier fithrt uns die Substitution z = cost, y = sint zu einer Gleichung f(z) vierten
Grades. Die reellen Nullstellen von f(x) entsprechen den Cosinus—Werten der Drehwinkel,
bei denen die Geraden Ly, und L. gerade den Abstand p haben.

f(x) = fiz* + f12° + fo2® + fix + fo  mit

fo = —253/)2%2

+2ﬁ1 v = pt0t = plyy —

— 2970755 + 267070 + 2p"033 + 2p" 8373 + 291070
Bt + 8B171p” By

—1 = "By — 29105 + 20" 6% — 287 0° B3
— 4oy} + 8 197 Bove + 881117 s

fi = 46!151271
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+4p s 8370 + daryip’0 — Aoy pPys — AV PPy
+4p'danys — 4panys — 4310 anye — darmip B3

fo = 2p"B5 — 26777 + 20167 — 60377 + 26 + 8an f1p a3
+2p' 0503 + 201p%0 — 201 p*7 — BaumipP sy — 297 p a3
+2p%003 — 6pagy; — 2019785 — 267 p s — 8B1p” Py
—2p" 3375 — 207070 + 207 0°73 + 201 p° B3 — 20505 + 4B} p* 53

fs = —daiy —4daip’ay, — daayipiad — 4ptasye — dayfim
—8a1 819 Barya — 8B171p o fBe — 4ptanB3s + danyip?Bs + 465 p e
fo = —p'fy — a1 — B = 2aip*a3 — p'ay — 20307 — 8o fipPas s

—2p" 0535 + 200° 35 + 201 p%a — 267p° 3,

2.2 Berechnung von Sicherheitsabstinden

2.2.1 Sicherheitsabstand zwischen einem Punkt und einer Fliche

Wir mochten AY . (p, f) (¥ = trans oder * = rot) bestimmen. Bei der Translation eines
Punktes p in Richtung s oder bei der Rotation um eine durch den Ursprung verlaufende
Achse r bewegt sich der Punkt p auf einem Liniensegment [ bzw. auf einem Kreissegment c.
Deshalb interessiert uns der minimale Abstand von [ und ¢ zu der Fliache f. Aufgrund der Er-
gebnisse aus Abschnitt 2.1 stellt die Berechnung von §(1, f) keine Schwierigkeit dar. Deshalb
wollen wir uns im folgenden mit der Berechnung von §(c, f) beschéftigen. Um die Rechnun-
gen zu vereinfachen, nehmen wir an, daf ¢ ein Teil eines Kreises C' um den Ursprung ist, der
in der x129—Ebene verlauft. Um dies zu erreichen, fithren wir folgende Koordinatentransfor-
mation durch. Wir wihlen einen neuen Ursprung ey’ und neue zueinander orthogonale und
normierte Basisvektoren, die ein Rechtssystem bilden:

/ / rxXp ! I‘X(pXI‘) ! T
€3 =TI, €y == — e = ——, €y = IT Pp.

frxpl v x
Geméf Gleichung (A.1) ergibt sich fiir die Koordinaten eines transformierten Punktes x:

1
v X p

X/

((rxp)"(r x x),x"(r x p),r’(x — p) |r x p|)*

Insbesondere gilt p’ = (|r x p|,0,0)T.
Die Kreisbahn C' des Punktes p hat den Radius p := |r x p|. Ab jetzt nehmen wir an, daf
das Kreissegment ¢ C C' als Teil des Kreises C' in folgender Form vorliegt:

c = {x(t) = p(cost,sint,0)" |t € [0,T]},
C = {x|22+23=p* 13=0}

Die beiden Endpunkte des Kreissegments heilen demnach x(0) = p’ und x(7).



2.2 Berechnung von Sicherheitsabstinden 35

2.2.1.1 Distanz zwischen Kreissegment und Punkt

Der minimale Abstand 6(C, a) eines Punktes a von der Kreislinie C' 1483t sich direkt angeben.
a = (ay,as,0)T bezeichne die Projektion des Punktes a in die 2,25 Ebene.

0*(C,a) = a3+ (|a] —p)” (2.12)

Falls a # 0 gilt, ist der zu a néchstgelegene Punkt a auf C' eindeutig bestimmt. Wenn
a= p‘% ¢ ¢, ist 0(c,a) bestimmt durch den minimalen Abstand der Randpunkte von ¢ zu

a. D.h. Gleichung (2.12) spiegelt nur dann den richtigen Abstand zwischen a und ¢ wieder,
wenn arctan(ag, a) < T erfiillt ist.

] 4(C,a) falls arctan(ag,a;) <T
oe,a) = { min{d(a,x(0)),d(a,x(7T"))} sonst

2.2.1.2 Distanz zwischen Kreissegment und Liniensegment

€3
Lab
e
4 N\
\ 7
€2
(31 C

Abbildung 2.2: Distanz zwischen dem Kreis C' und der Gerade L,

Zunichst betrachten wir einen Vollkreis C' und eine Gerade Ly, = {a+ u(b —a) | p € R}.
Wir berechnen die kiirzeste Entfernung §(C, L) auf der Grundlage von Formel (2.12). Dabei
benutzen wir als Abkiirzung u := b — a.

0*(n) = (az+ puy)® + (/(@+ pm)? — p)°

dé? ul'(a+ pu)
— = 2uz(az + pus) + 2———==(\/(@a+ pu)® — p)
dp 3a3 3 ,—(§+ )2

u’(a+ pu)

= 2u’(a+pu) —2p
@+ pm)?
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dé?

- = 0. Nach Quadrieren zum Beseitigen der Wurzel
m

Um das Minimum zu finden, setzen wir
fithrt dies zu folgender Gleichung;:

(u”(a+ pw))*(@+ pm)® = (pu’ (a+ pu))?
Nach Ausmultiplizieren erhélt man eine Gleichung vierten Grades in p:

f(n) = fap* + fap® + for®> + fip + fo=0 mit

fi = u'@,

fy = 20t{ul@m) + w(a"u)),

fo = u'a’+u?(a’u)? +4u’(a’u)@" u) PPt
fi = 2@"uw){u’a® + (a’u)(@’w)} - 20w (a’ ),
fo = a(a"u)? — a0’

d(C, Lap) erhélt man aus den Werten 6(y;) fir die reellen Nullstellen p; von f(u):
0(C, Lay) = min{d(p:) [ f(pi) =0, pi € IR}

Wir gehen nun zu den Segmenten {iber. Das betrachtete Liniensegment sei gegeben durch
law ={y(pn) =a+ u(b—a)|p € [0,1]} und das Kreissegment wie zuvor durch ¢ = {x(t) =
p(cost,sint,0)T |t € [0,7]}. Entweder ist einer der Randpunkte von ¢ oder von I ein
Endpunkt der kiirzesten Verbindungsstrecke zwischen beiden Segmenten, oder sie verlauft
zwischen zwei inneren Punkten. Letzteres ist nur moglich, falls reelle Nullstellen p; von f(u)
im Intervall [0, 1] existieren mit arctan(ya (), y1(u:)) < T

o(c,lap) = min ({6(p;) [ f(ri) =0, pi € [0, 1], arctan(ya(p:), y1(pi)) < T}
U {d(a,c),d(b,c),5(x(0),lw), d(x(T),lw)})

2.2.1.3 Distanz zwischen Kreissegment und Polygon

Zuerst berechnen wir den minimalen Abstand des Kreises C von einer Ebene H : n”x = ng
mit |n| = 1. H enthalte das gegebene Polygon f.

Wir unterscheiden zwei Situationen, je nachdem ob die Ebene H den Kreis C' schneidet oder
nicht. Falls C N H # 0, gilt 6(C, H) = 0 und es gibt im allgemeinen zwei Schnittpunk-
te qi2, die sich leicht durch Einsetzen der linearen Ebenengleichung in die quadratische
Bestimmungsgleichung des Kreises berechnen lassen:

n =2 2 n

o 1 p?n? — n 2

di2 = o2 Na iT —ny
0 0

Anhand dieser Formel erkennt man bereits, dafl nur dann ein Schnitt vorliegen kann, wenn
Ing| < p|n| gilt. Entartung tritt auf, wenn H parallel zur z;2o—Ebene verlauft.

Zur Analyse der zweiten moglichen Situation C' N H = () setzen wir n # ez voraus, denn
dann gibt es auf dem Kreis C' einen eindeutig bestimmten Punkt qg € C, der der Ebene H
am néchsten liegt. Zur Bestimmung dieses Punktes arbeiten wir mit der Lagrangefunktion
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Lag(x), die den Abstand eines Punktes x von der Ebene H repréisentiert. Der Lagrangeanteil
zwingt den Punkt x = (z1,x9,0)T auf die Kreislinie C'

Lag(x) = n’x —ng + Aa? + 25 — p?), x3 =10

OLag OLag OLag
a1, =ny + 2z, 0t = ng + 2\x9, o\ :xf+x§—p2
%Ij;g = %Igg = ‘%ig = 0 fiihrt {iber eine quadratische Gleichung zu der Losung
n
sgn(no)p —
= Tr | ™2 | [Lag(ao)| = [|no| — p[nl.
0

Betrachten wir anstelle des Kreises C' wieder das Kreissegment ¢, so liegt ein Punkt q € C
nur dann auf ¢ selbst, wenn arctan(gs,q1) < T gilt. Der zu q néchstgelegene Punkt q auf
der Ebene H muf} stets darauf getestet werden, ob er auf f liegt, denn wir haben es nicht
mit einer ganzen Ebene, sondern nur mit einem Polygon zu tun. In dem nun folgenden
Programmfragment sind alle Sonderfille beriicksichtigt, die bei der Berechnung von § =
d(c, f) auftreten konnen. Dazu gehoren natiirlich noch all die Fille, in denen ein Randpunkt
von ¢ oder f ein Endpunkt der kiirzesten Verbindungsstrecke zwischen ¢ und f ist.

0 «— o0;
if (n # e3) { d.h. H nicht parallel zur z;25—Ebene } then
if (|no| > pn|) { dh. HNC =0 } then
a— a0 a—aq+(n—n’qm
if (q € ¢) and (q € f) then ¢ «— |ny| — p|n| fi
else {dh. HNC #0 }
fori=1to2do
q < qj;
if(qec)and (q € f) thené — 0fi
od
fi
fi;
q—x(0); 4+« g+ (ng—n"qn;
if (q € f) then § « min{é, |n"q — ng|} fi;
a—x(T); < a+ (m—nTagmn
if (q € f) then § «— min{4, ]n"q — ne|} fi;
fori =0to k do
a—vi b v
§ — min{d, d(c, lup)}
od



38 2 FElementare Kollisionsberechnungen

2.2.2 Sicherheitsabstand zwischen zwei Liniensegmenten

Gegeben seien zwei Liniensegmente mit den Endpunkten a und b bzw. ¢ und d:

lw = {at+pbd-a)[0<pu<1}
lea = {c+v(d—c)|0<v <1}

Die zugehorigen Geraden bezeichnen wir wieder mit Ly, und L.4. Das Liniensegment [,
bewege sich translatorisch oder rotatorisch. Wir méchten folgende Minima berechnen:

Ain(labs lea) = min{d(l5(1), lea) [ € [0, TT},

wobeil * = trans oder x = rot

Wir gehen in zwei Stufen vor. Zunéchst berechnen wir die Fldche f, die das bewegte Li-
niensegment [,(t) iiberstreicht. Dann bestimmen wir den minimalen euklidischen Abstand
dieser Fliache zu dem stationdren Liniensegment [.;. Bei einer Translation ist f ein Paral-
lelogramm, und die Aufgabe reduziert sich auf die Abstandsbestimmung zwischen einem
ebenen Polygon und einem Liniensegment. Ein rotierendes Liniensegment beschreibt jedoch
eine gekriimmte Fliche. Um diesen Fall genauer zu untersuchen, setzen wir anstelle der Li-
niensegmente vorerst die zugehorigen Geraden ein und lassen die rotierende Gerade eine
Volldrehung ausfithren. Wir suchen also folgenden Abstand:

min  §(LIY(t), Leg)

0<t<2m

2.2.2.1 Durch rotierende Geraden erzeugte quadratische Flichen

Wir mochten die von der Geraden L, = {a + u(b —a)|u € IR} iiberstrichene Fliche
charakterisieren, wiahrend L, vollstdndig um eine durch den Ursprung verlaufende Achse r
rotiert.

Der Abstand d eines Punktes x von dieser Achse bleibt wihrend der Rotation von L,
invariant, ebenso wie seine Hohe h gemessen in Richtung r:

h(x) = r'x
dx) = (x— (r"x)r)?

Da h = rTa + ur? (b — a) ist, 148t sich u eliminieren. Im folgenden setzen wir voraus, daf
r’(b—a) #0gilt,dh.r f b—a.

0 = (at frpas(b-a) = )
- <(1“Tb)a _r(;(T]j)_b;; hb—a) hr)2

(= (axb)+ f§?b__aa§ (7 (b - a>>r>)2
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Abbildung 2.3: Das von der Gerade L, erzeugte Hyperboloid )y
Hieraus folgt:
d*(h) = ah®+ph+v mit (2.13)

N (r x (b —a))?
(r(b —a))* "
5 2(b —a)T(r x (a x b))
(r’(b — a))? ’
_ (rx(ax b))?
LT Wb —a)

Die Fléche, die durch Gleichung (2.13) beschrieben wird, ist offensichtlich eine quadratische
Form. Eine ihrer Hauptachsenrichtungen ist die Rotationsachse r. Wir definieren ein neues
Koordinatensystem E’ mit den Basisvektoren (eq’,e3’,e3’) in einem geeigneten Ursprung
eo’, so daBl wir eine Hauptachsenform unserer quadratischen Fliache erhalten. Wir wihlen

e3’ ;= r und ergéinzen die Basis durch e;’ und ey’ zu einem Orthonormalsystem.

Ursprung
g e,:_ﬁr:(a—b)T(rx(axb))
0 201 (rx (a—b))?

finden wir aus der Scheitelpunktsform der parabelformigen Abstandsfunktion

2 2
d2(h):ah2+ﬁh+’y:a<h+£> +7—ﬁ—.
2a 4o

Hierbei wurde a # 0 vorausgesetzt, d.h. r | b —a. Mit x4 = h + 3/2a und d?
ergibt sich dann:

Qo = Q7 + @Iy + g3

Den neuen

W12 /2
=7 + x5
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G =q=1
o _(rx(b—a))’
(r(b — a))?
B ("(axb))?
©=T 740 T rx(b_a))?

Da qo,q1,92 > 0 und ¢3 < 0 sind, handelt es sich im allgemeinen Fall um ein Hyperboloid
(siehe Abbildung 2.3). Falls r, a und b in einer Ebene liegen, gilt go = 0 und wir erhalten
einen Kegel. Wenn zusétzlich r || b—a gilt, dann ist das Ergebnis ein Zylinder, da o = 5 = 0.
In diesem Fall ergibt sich mit x4 = h:

Gh=qp=1
g3 =10
2 T

q=7=a’—(r'a)’

Die quadratische Fliche, die durch die Rotation von L, erzeugt wird, nennen wir Q. Wir
haben gezeigt, dafl sich @, in dem neu gewéhlten Koordinatensystem E' = (eo, e1’, e2’, e3’)
durch eine Gleichung der Form Q(x') = q2? + ¢ + q37% — qo = 0 beschreiben 1i8t. In
Vektor-Matrixschreibweise sieht diese Hauptachsenform wie folgt aus:

¢ 0 0
QxX)=x"Qx'—q mit Q=0 g 0
0 0 g5

Die Berechnung des minimalen Abstandes zwischen der rotierenden Gerade Lg(t) und der
stationdren Gerade L.; hat sich nun darauf reduziert, den kleinsten Abstand zwischen der
quadratischen Fliche Qyp und L.4 zu ermitteln:

min  §(L7% (1), Lea) = 0(Qap, Lea)

0<t<2m

Wenn Qg N Ly # O gilt, so ist der gesuchte Abstand §(Qp, Leg) = 0. Wir betrachten diesen
Sonderfall zuerst.

2.2.2.2 Schnitt einer quadratischen Fliche mit einer Gerade

Zuerst ist eine Koordinatentransformation notwendig, um die stationdre Gerade L.y = {c’+
v(d' —c)|v € R} im System E’ darzustellen. Wir miissen hierzu nur die beiden Punkte ¢
und d transformieren.

Wir setzen nun x’ = ¢’ — vu mit u := ¢’ — d’ in xX7Qx’ = ¢ ein:

@ = (=)' Q(c —vu)
g = (W'Qu’ —2(c"Qu +c"Qc
—cTQu % \/gou"Qu + (¢7Qu)* — (u"Qu)(c"Qc)

u’Qu

Vig =
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Die Formel fiir v gilt natiirlich nur, falls u” Qu # 0 ist. Die Diskussion der entarteten Fille
ersparen wir uns hier. Den Ausdruck unter der Wurzel bringen wir noch in eine Form, die
uns im folgenden noch begegnen wird. Als weitere Abkiirzung benutzen wir v := ¢’ x d’. adj
bezeichnet die Adjungierte einer Matrix. Somit ist

T + T —~vTadi
ey = " Qu \/qO;lTsllll Va](Q)V' (2.14)

Hieraus erkennen wir, daff nur dann ein Schnitt vorliegt, wenn gou?’ Qu > v adj(Q)v gilt.
Nun betrachten wir den Fall, dafl Qu, N L.q = 0 gilt.

2.2.2.3 Minimaler Abstand zwischen einer quadratischen Fliche und einer Ge-
rade

Zur Bestimmung von 0(Qup, Leg) arbeiten wir mit der Lagrange—Funktion.
Lag(x',v,\) = (X' —c +v(c —d))? + A Q(xX),

denn unser Ziel ist es, Punkte x’ auf der quadratischen Fliche Q,; zu ermitteln, die zu Punk-
ten ¢+ v (d' — c’) der Geraden L., die geringste Entfernung aufweisen. Der erste Summand
von f mifit diese Distanz, und der zweite Summand mit dem Lagrangemultiplikator A sorgt
fiir die Einhaltung der Nebenbedingung Q(x’) = 0.

83/
€2
Qat d/\
ey’ c
Lcd

Abbildung 2.4: Distanz zwischen der quadratischen Fliache (), und der Gerade L4

Die Extrema von Lag ergeben sich iiber die partiellen Ableitungen:

JdLag
ox’

2(x' = +v(d = d)) + \grad Q(x') (2.15)
mit grad Q(x') = 2Qx’
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5%% = 2 —d) (X - +v(c —d)) (2.16)
v
OLag ,
25 QW) (2.17)
Das Gleichungssystem
8Lag_0 d 8Lag_0Lag_O
o Taw T Ton

148t sich geometrisch leicht interpretieren: Damit die Distanz zwischen einem Punkt x” auf
Qab (2.17) und einem Punkt ¢’ + v(d’ — ¢) auf L4 ein lokales Minimum annimmt, muf die
Verbindungsstrecke x' — ¢’ + v(c¢’ — d’) senkrecht auf Qg (2.15) und auf L.; stehen (2.16).
Gleichung (2.16) ist linear in v. Wir lésen nach v auf und setzen in (2.15) ein:

B (C, _ d/)T(C/ _ X/)

T (2.18)
(x' —c + (c _(S )_ Eic’); X)(c’ —d))+2Qx' =0
— ((d=d)PNQ+1I) - ( —=d)(c —d))x' = (c' xd) x (¢ —d)

Um Ubersicht zu bewahren, benutzen wir folgende Abkiirzungen:
u:=c —-d, v:=c xd, A=2Q+1L
Nach dieser Substitution ergibt sich folgendes lineare Gleichungssystem fiir x’:

(WA —uu')x' =vxu

Zur Bestimmung von x' = (2, 25, 25)T = (w/wo, wa/wy, w3 /we)” benutzen wir die Kra-

mer’sche Regel. Die Spalten der Matrix A werden mit A; (¢ = 1,2, 3) bezeichnet.

wy = det(u®?A —uu’)

w, = det[v x u,u® Ay —usu,u® Ag — usul
wy = detfu® Ay —uju,v x u,u® Az — uzul
wy = det[u® Ay —uju,u* Ay —usu, v x U

Wir berechnen zunéchst wy:

wy = det[u® Ay —uju,u? Ay — upu,u® Az — uzuj
= u® det(A) —u*u; det[u, Ag, Ag]
—utuy det[Aq,u, Ag] — utuz det[A;, Az, u]
u’ A1 AN 33 — u' U%A22A33 —u’ U§A33A11 —u’ u§A11A22
Aut{g ui(1+ A g2)(1+ Ags)
+a2up(1+Ags)(1+Aqr) + g us(1+ Aan)(1+ Aga)}
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Nun zu w; (wq und w3 werden analog berechnet):
w, = det[vxu,u?Ay —usu,u® Ag — usgul

= (vxu)l(u'(Ag x Ag) — u?us(Az x u) — vuy(u x Ag))

= u{(vTAs)(u"A3) — (vIA3)(u"Ag)}
—w?uz{(v'Ax)u? — (u'v)(ul'Ay)}
—wu{(u’v)(u’A3) — (vIAg)u®}, wobei u’v =0

= 114{U31)2A22A33 — uzVaNgg — Ugvz Ao N33 + U203A33}

= dut{uzva(1 + Ag2)gs — ugvs(1 4 Ags)ga

In Vektor-Matrixschreibweise konnen wir das Ergebnis eleganter formulieren. trace steht
hierbei fiir die Spur einer Matrix.
wy = Aut{\*u?det(Q) + A(u’trace(adj(Q)) — u’adj(Q)u) + u’ Qu}
w = Au'{adj(Q)(v x u) +v x Qu}
Aadj(Q)(v x u) +v x QTu

X T N det(@Q) + Awtrace(adj(Q)) — wTodj(@)u) + uTQu (2.19)

¢ 0 O
mit u=c —-d, v=cxd und Q=0 ¢ 0
0 0 g3
Bemerkung:

Obwohl Formel (2.19) nur fiir Diagonalmatrizen hergeleitet wurde, gilt sie auch fiir beliebige
Matrizen.

Von entscheidender Bedeutung in der obigen Rechnung ist, dal wy und w den gemeinsamen
Faktor A besitzen. Dieser gliickliche Umstand erlaubt im folgenden eine explizite Berechnung
aller gesuchten Werte.

Das Einsetzen von x’ in x'7 Qx’ = ¢ ergibt eine Gleichung vierten Grades in A:
FO) = X+ [N+ 22+ il + fo =0
fi = qu'det’(Q)
fs = 2qou* det(Q){u’trace(adj(Q)) — u’adj(Q)u}
fo = 2gou?det(Q)u” Qu + go{u’trace(adj(Q)) — u’adj(Q)u}?
—det(Q){(v' Qv)(u"Qu) - (v Qu)*}
fi = 2u'Quiguitrace(adj(Q)) — gou’ adj(Q)u — det(Q)v?}
fo = u"Qu{gu"Qu - v adj(Q)v}
Die Nullstellen von f(\) lassen sich explizit berechnen. Wir nennen sie \; (i = 1,...,4).

Durch Riickwértseinsetzen der reellen Nullstellen in die Bestimmungsgleichungen (2.19) fiir
x'(A) und (2.18) fiir v(\) erhalten wir schliefllich die lokalen Extrema des euklidischen Ab-
standes Lag(x'(\;), v(\;)) zwischen der Geraden L.4 und der quadratischen Fliche Qgp.

, 0 falls  Qup N Leg # 0
0% (Qav, Lea) = miI%{Lag(x’()\i), v(\;))} sonst
A€
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Lemma 2.1 Es gibt eine geschlossene Formel zur Berechnung des minimalen euklidischen
Abstandes zwischen einer Geraden L.q und einer quadratischen Fliche Q.

Bemerkungen:

Bei der Vereinfachung der arithmetischen Ausdriicke fiir die Koeffizienten fy, fi, fo wurde
nur angenommen, dal Q = QT eine symmetrische Matrix ist.

Wenn gou” Qu = vTadj(Q)v gilt, dann beriihrt die Gerade L.q die Fliche Q, denn unter
diesen Umstéanden ist fo = 0 und somit ist A = 0 eine Nullstelle von f. Das aber heifit,
daBl Q. N L.y # (). Diese Beobachtung ist konsistent mit der Tatsache, daf§ Beriihrung nach
(2.14) dann auftritt, wenn die beiden Schnittpunkte zusammenfallen.

Nun gehen wir von den Geraden zu den Liniensegmenten iiber. Wir suchen

min [R()(a+ (b - a)) — ¢~ v(d - ).
0T

Bisher sind die Nebenbedingungen 0 < p, v < 1 und 0 <t < T aufler acht geblieben. Allge-
mein gesehen besteht unsere Aufgabe darin, das absolute Minimum einer stetigen Funktion
auf einem kompakten Definitionsgebiet zu finden. Dieses Minimum wird entweder auf dem
Rand oder im Inneren des Gebietes angenommen. Wir haben bereits erkannt, dafl die Funkti-
on nur endlich viele lokale Extrema besitzt. Wir miissen also nur das Minimum der Funktion
auf dem Rand bestimmen und es mit den Funktionswerten der lokalen Extrema vergleichen,
die im Inneren des Definitionsgebietes liegen.

Im Koordinatensystem E’ rotiert das Liniensegment [, = {a’ + p(b’ —a’)|0 < p < 1} um
die eg’~Achse. Es tiberstreicht dabei aber nur den Winkelbereich [0,7]. Wir miissen also
auch iiberpriifen, ob die Punkte x'()\;) € Qg nicht auflerhalb dieses Bereichs liegen. Die
Bedingungen 0 < p(X\;),v(A) < 1 und 0 < t(\;) < T lassen sich unter Beachtung der
Formeln (A.13) und (2.18) dquivalent umformen:

(i) = 7%[52@_) aéa3
0<pu(N) <1 <= min{a;, by} < x5 < max{ay, b3}
0<v(\) <l <= (d-c)c<(d-c) %N\ <(d-c)d
t(\) <T <= arctan(pi(\)zh(N\;) — pa( Az (M),
P1(A)@h (i) + p2(Xi)ay(N)) < T
mit p(h) =& + p(A) (b - )

Natiirlich ist es auch moglich, dafi das Liniensegment [,, wéhrend seiner Rotation von der
Ausgangsstellung bis zum Endwinkel 7" mit dem stationdren Segment [.; zusammenstofit.
Diesen Fall kénnen wir mit Gleichung (2.14) behandeln. x'(v;) = ¢’ 4+ v;(d’ — ¢’). Ansonsten
lassen sich die Randbedingungen analog zu oben formulieren.

Als Zusammenfassung der einzelnen Resultate dieses Kapitels erhalten wir

Satz 2.2 Fir ein translatorisch oder rotatorisch bewegtes Polyeder Py(t) und ein stationdres
Polyeder P, lassen sich die Kollisionszeitpunkte t:,(Pi(t), Py) und die Sicherheitsabstinde

col
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Ar - (Pi(t), Py) (x* = trans oder x = rot) algebraisch exakt (d.h. ohne numerische Approxi-
mation) berechnen. Die Laufzeit betragt O(|Py| - |Ps|), wenn man alle arithmetischen Ope-
rationen wie die Grundrechenarten, das Wurzelziehen und das Auswerten trigonometrischer
Funktionen mit konstanten Kosten veranschlagt.



Kapitel 3

Subquadratische
Kollisionsalgorithmen

Ziel dieses Kapitels ist es, Algorithmen fiir die Kollisionserkennung bei Polyedern zu ent-
wickeln, die selbst im schlechtesten Fall eine subquadratische Laufzeit besitzen. Dabei ent-
spricht die Problemgroéfie n der Beschreibungskomplexitdt der beteiligten Polyeder, gemes-
sen in der Zahl der Ecken, Kanten und Fldchen. Ohne spezielle Eigenschaften der Polyeder
voraussetzen zu miissen, kann man fiir translatorische Bewegungen zeigen, dafl ein subqua-
dratischer Algorithmus mit der Laufzeit O(n?~¢) (¢ > 0) existiert, der den Abstand zweier
Polyeder beziiglich einer festen Richtung berechnen kann (siehe Abschnitt 3.3). Wenn ein
Polyeder konvex ist, a8t sich bereits eine Laufzeit von O(nlogn) erzielen, und wenn beide
konvex sind, ist sogar eine sublineare Laufzeit (O(log® n)) moglich (siehe Abschnitt 3.1). Ne-
ben der Konvexitat 148t sich ein weiteres Kriterium fiir Polyeder charakterisieren, das eine
effiziente Abstandsberechnung ermoglicht: Fiir Polyeder, deren Begrenzungskanten nur in
konstant vielen Richtungen verlaufen, 18t sich der Abstand beziiglich einer festen Richtung
in der Zeit O(nlog®n) bestimmen (siehe Abschnitt 3.2).

Eine Ubertragung der fiir diese Algorithmen grundlegenden Konzepte auf den Fall rotatori-
scher Bewegungen scheitert. Im Fall der Rotation eines Polyeders um eine feste Achse méchte
man den Drehwinkel bestimmen, der das rotierende Polyeder mit einem Hindernispolyeder
kollidieren 14ft. Zum gegenwértigen Zeitpunkt ist kein subquadratischer Algorithmus zur
Losung dieses Problems bekannt, selbst dann nicht, wenn die Polyeder konvex sind. Die
Schwierigkeiten liegen darin, dal das von einem rotierenden Polyeder iiberstrichene Volu-
men nicht von Flédchen erster sondern zweiter Ordnung begrenzt ist und im allgemeinen
nicht konvex ist.

Waihrend die Nichtlinearitiat bei Rotationen zum Hauptproblem wird, hat man es bei Trans-
lationen durchweg mit linearen bzw. linearisierbaren Problemen zu tun. Dies wird bereits
daran deutlich, daf3 sich das Kollisionsproblem fiir konvexe, translatorisch bewegte Polyeder
als eine Fragestellung der Linearen Programmierung formulieren 1483t.
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3.1 Ein Kollisionstest fiir die Translation von konvexen
Polyedern

3.1.1 Lineare Programmierung

Wir betrachten folgende einfache Situation. Ein konvexes Polyeder P, werde geradlinig in
Richtung s verschoben. Ein zweites konvexes Polyeder P, kann als raumfestes Hindernis die
Bewegung von P; stoppen. Wir fragen nach der grofitmoglichen Verschiebung 79" ( Py, P,).
Unter diesen Voraussetzungen konnen wir sehr einfach die Existenz eines Linearzeitalgorith-
mus zur Losung des Kollisionsproblems beweisen, indem wir es als ein Lineares Programm
mit konstanter Variablenzahl formulieren.

O.B.d.A. sei s = e3. Wir suchen ein Punktepaar (p1,p2) € Pi X P, mit identischen xjxo—
Koordinaten, das die Distanz in xz-Richtung minimiert. Das Polyeder P; = Ncp, ~H (f)
fassen wir als den Schnitt der Halbriume ~H(f) = {x|n?(f)x < no(f)} auf, die durch die
Fldachen aus F; definiert sind. Die Variablen des Linearen Programms bezeichnen wir mit

: _ T _ T
21,..., %4, wobel py = (21,22, 23)" und pz = (21, 22, 24)" .

Ziel: minimiere |z3 — 24| unter den Nebenbedingungen
Vf e F nl(f)zl + ’ng(f)ZQ + ng(f)Zg < n()(f) (dh P1 € Pl)
Vi€ ni(f)a+na(f)ze+ns(f)za <no(f) (dh. p2 € P)

Da die Dimension (d = 4) dieses Linearen Programms konstant ist, 1&8t es sich nach Me-
giddo [Me83] in Linearzeit 16sen. Obwohl die Proportionalititskonstante C/(d) < 22 (vgl.
[Me84]) riesig ist, zeigt dies zumindest prinzipiell, dafl Konvexitit eine wichtige Eigenschaft
fiir effiziente Kollisionstests bei Translationen ist.

Die konvexen Polyeder P; und P, sind innerhalb des Linearen Programms nur implizit als
Schnitt von Halbrdumen reprasentiert. Auf der Grundlage der Randbeschreibung 148t sich
fiir jedes konvexe Polyeder eine sukzessive Approximation konstruieren, die dann als Folge
ineinandergeschachtelter konvexer Polyeder vorliegt. Diese hierarchische Art der Repréisenta-
tion ist besonders gut zur effizienten Abstandsberechnung geeignet, wie die beiden folgenden
Abschnitte zeigen werden.

3.1.2 Hierarchische Reprisentation konvexer Polyeder

In diesem Abschnitt wiederholen wir kurz die Datenstruktur von [DK85] zur hierarchischen
Beschreibung eines konvexen Polyeders P.

Wir kénnen uns P als die konvexe Hiille seiner Eckpunkte V' vorstellen. Einer der einfachsten
Algorithmen zur Konstruktion der konvexen Hiille fiir eine Punktmenge V' = {vq,va,..., vy}
arbeitet inkrementell (siche [Ed87]). Angenommen wir haben die konvexe Hiille P fiir die
Punktmenge {vy,Vs,...,Vv;} bereits konstruiert, dann ergibt sich P4+ indem wir auf P®
eine “Pyramide” aufsetzen, deren Spitze von dem neuen Punkt vi,; gebildet wird. Die Basis
dieser “Pyramide” wird von all den Flichen von P gebildet, die von vi;1 sichtbar sind. Den
Ubergang von P® zu PV nennen wir eine Verfeinerung. Die Folge PV, P®) .. P = p
ineinandergeschachtelter Polyeder kann als eine einfache hierarchische Représentation des
Polyeders P angesehen werden.
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Abbildung 3.1: Verfeinerung von P® durch Aufsetzen einer “Pyramide”

Abbildung 3.2: Das Resultat des Verfeinerungsschrittes
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Sinn und Zweck einer solchen hierarchischen Beschreibung ist der Entwurf effizienter hier-
archischer Algorithmen. Da die Laufzeit dieser Algorithmen in der Regel von der Tiefe der
Hierarchie abhéngt, ist ein vorrangiges Ziel, diese Tiefe so klein wie mdoglich zu halten. An-
dererseits darf natiirlich ein Verfeinerungsschritt nicht zu komplex sein.

Das oben beschriebene Verfahren liefert leider eine grofie Hierarchietiefe, und es kann auch
nicht garantieren, dal nur “Pyramiden” kleiner Komplexitét zur Verfeinerung benutzt wer-
den.

Wenn man wihrend eines Verfeinerungsschrittes parallel mehrere sich nicht {iberdeckende
“Pyramiden” aufsetzt, kann man die lineare Hierarchietiefe der oben beschriebenen Darstel-
lung jedoch erheblich reduzieren. Dabei kann man gleichzeitig gewéhrleisten, dafl die zur
Verfeinerung benutzten “Pyramiden” nur konstante Komplexitdt haben. Dieses Ergebnis
stammt von [DK85]:

Fiir jedes konvexe Polyeder P mit |P| = n gibt es eine Folge P) ¢ P® c ... C

P®) konvexer Polyeder mit folgenden Eigenschaften:

(1) P® = P und |PY| < ¢,

(2) VO c v,

(3) V@DV hildet eine unabhingige Knotenmenge in dem Graphen G+Y =
(V@) BE+D) d h. keine zwei Knoten aus V 41\ V@ gind iiber eine Kante
aus £ miteinander verbunden.

(4) max vevﬁ%fi\/(i) deggarn (v) < ¢

Die Konstante ¢; steht fiir die Komplexitit des innersten Polyeders der Hierar-

chie. Wahrend jedes Verfeinerungsschrittes ist die Komplexitit der aufgesetzten

“Pyramiden” durch eine Konstante ¢, beschrénkt. Gleichzeitig wird eine Hierar-
chietiefe von k£ = O(logn) erreicht.

Die Existenz einer solchen logarithmischen Hierarchie beruht auf der Tatsache, dafl ein pla-
narer Graph G = (V, E) immer einen konstanten Bruchteil von Knoten mit konstantem Grad
< ¢9 besitzt. Unter diesen gibt es wieder einen konstanten Anteil von Knoten, die nicht iiber
Kanten von E direkt benachbart sind. Man zeigt leicht, dafl sich eine geeignete Knotenmenge
mit einem Linearzeitalgorithmus finden 1é8t, so daf§ auch der Aufbau der gesamten Hierar-
chie nur O(n) Zeit beansprucht. Deshalb diirfen wir im folgenden davon ausgehen, daf} fiir
jedes Polyeder immer auch seine hierarchische Repréasentation zur Verfiigung steht.

3.1.3 Effiziente Abstandsberechnungen auf der Basis hierarchi-
scher Représentationen

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe der hierarchischen Représentation Kollisionsfragen bei
der Translation konvexer Polyeder effizient beantworten kann. Das folgende Lemma bildet
die Grundlage:

Lemma 3.1 Der euklidische Abstand 0 und die in Translationsrichtung s grofitmogliche
Verschiebung 79" eines Punktes a, einer Geraden L und einer Ebene H zu einem konvexen

Polyeder P lassen sich in logarithmischer Zeit O(log|P|) berechnen.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, wie man 6(Q, P) fiir @ € {a, L, H} bestimmt. Dazu nehmen wir
induktiv an, daB wir zwei Punkte q; € Q und p; € P® berechnet haben, die den Abstand
5(Q, PY) = §(qi, p;) festlegen. Diese Invariante wollen wir aufrechterhalten, wenn wir zur
néchsten Hierarchiestufe iibergehen. Jeder Verfeinerungsschritt wird dabei nur konstante
Kosten verursachen, weil wir die Verfeinerung lokal begrenzen kénnen. Um das einzusehen,
betrachten wir die Hilfsebene 1) := {x|(q; — pi)”(x — pi) = 0}, die senkrecht auf der
kiirzesten Verbindungslinie zwischen P und @ steht und P® beriihrt. *II%) bezeichne die
beiden durch I1) begrenzten Halbriume, wobei P C ~II%). Wenn es sich bei @ um eine
Gerade oder eine Ebene handelt, so gilt offenbar Q || TI.

Demzufolge konnen bei der Verfeinerung von P® zu PG+Y) nur solche “Pyramiden” den
bereits gefundenen Abstand verkiirzen, die in den Halbraum *II%) hineinragen. Wie wir gleich
sehen werden, konnen dafiir aber nur “Pyramiden” in unmittelbarer Nahe des Punktes pj
in Frage kommen, wenn die Konvexitit erhalten bleiben soll. Um diese “Pyramiden” schnell
zu finden, schaffen wir eine Verbindung zwischen den einzelnen Hierarchiestufen, indem wir
zu jeder Fliche von P® gegebenenfalls einen Zeiger auf die iiberdeckende “Pyramide” der
néchsten Stufe abspeichern.

Anhand der Lage des Punktes p; auf P® unterscheiden wir drei verschiedene Situationen,
die eine entsprechende Vorgehensweise zum Auffinden des Punktes pj;; erfordern.

(1) p; liegt im Inneren einer Fliche f ¢ P,
(2) p; liegt auf einer Kante e ¢ P,
(3) p; ist identisch mit einer Ecke v € P®.

Im Fall (1) miissen wir pij;; nur auf der f iiberdeckenden “Pyramide” suchen, sofern diese
tiberhaupt existiert. Im Fall (2) konnen wir die lokale Verfeinerung auf die beiden “Pyra-
miden” beschrianken, die die zur Kante e inzidenten Fléchen tiberdecken. Fiir den Fall (3)
schliefflich miissen wir ebenfalls mit einer konstanten Anzahl von “Pyramiden” zur Verfeine-
rung auskommen. Deshalb diirfen wir nicht einfach alle zur Ecke v inzidenten Flachen und
ihre zugehorigen “Pyramiden” betrachten. Wir gehen vielmehr folgendermaflen vor:

Wenn wihrend des Verfeinerungsprozesses erstmals die Ecke v die Rolle des Punktes p; an-
nimmt, so war v die Spitze der “Pyramide”, die im i—ten Schritt benutzt wurde, d. h. in
P® gehen von v nur konstant viele Kanten aus. Diese Kanten projizieren wir auf eine Ebene
L1I® senkrecht zu I1? (siehe Abbildung 3.3) und merken uns die beiden Kanten, die mit
der orientierten Schnittgeraden II™ N +11(®) den kleinsten und groBten Winkel einschlieBen.
Diese beiden Kanten nennen wir in Anlehnung an [EM81] extrem. Welche Kanten als extrem
angesehen werden, hingt zwar von der Wahl von tI1() ab, aber entscheidend ist nur, da8
eine anfangs getroffene Wahl beibehalten wird, solange die Ecke v als Punkt p; fungiert.
Die Bedeutung der extremen Kanten liegt bei der Verfeinerung darin, dafl jede “Pyrami-
denspitze”, die in TII®) hineinragt, eine der extremen Kanten sieht, wenn die Ecke v zu
den Basisflichen dieser “Pyramide” gehort. Nur die “Pyramiden”, deren Spitzen eine der
extremen Kanten sehen, konnen im néchsten Schritt zu neuen extremen Kanten beitragen.
Aus diesem Grund geniigt es, nur die vier Flachen zu beriicksichtigen, die zu den extremen
Kanten inzident sind. Falls eine der darauf aufgesetzten “Pyramiden” in den Halbraum T11()
hineinragt, so ist der Punkt p;,1 auf dieser “Pyramide” zu finden. Anderenfalls setzen wir
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Pit1 = pi, U = IO Fiir die dabei notwendige lokale Verfeinerung kommen héchstens
vier “Pyramiden” in Frage. Wir projizieren all ihre Kanten auf die Ebene 110+ = 111
und konnen so die neuen extremen Kanten in konstanter Zeit ermitteln.

Abbildung 3.3: Projektion der extremen Kanten (e;, e2) und ihrer inzidenten Flidchen in die
Ebene +11¢)

Diese Uberlegungen zeigen uns, daf wir pro Schritt mit konstantem Aufwand die lokalen
Verfeinerungen lenken kénnen, um ein Punktepaar (qy, px) zu bestimmen, das den eukli-
dischen Abstand §(Q, P) zwischen dem Polyeder P = P®) und einem Punkt Q = a, einer
Geraden (Q = L oder einer Ebene () = H minimiert.

Wir werden jetzt dariiber hinaus zeigen, daf§ wir auch die in Translationsrichtung s grofit-
mogliche Verschiebung ¢9"5(Q, P) fiir Q € {a, L, H} in dhnlicher Weise effizient berechnen
koénnen.

Wir beginnen mit dem Fall einer translatorisch bewegten Ebene () = H. Fiir die Trans-
lationsrichtung gelte: s |f H. Mit einer kleinen Modifikation kénnen wir genauso verfahren
wie bei der Berechnung von §(H, P). Wir benotigen nur eine neue Definition der Hilfsebene
% := {x|nk(x — p;) = 0}. ny bezeichnet den Normalenvektor der Ebene H.

Bei der Translation des Punktes a bewegt sich dieser auf dem Strahl {a + ts|t > 0}. Zur
Berechnung von t79"¢(a, P) miissen wir nur diesen Strahl mit dem Polyeder P schneiden.
Angenommen wir haben einen Schnittpunkt p; € P® gefunden, der im Inneren einer Fliche
f liegt, dann befindet sich p;.1 auf der “Pyramide” iiber f. Wenn p; auf einer Kante e liegt,
miissen wir nur die “Pyramiden” zu den beiden angrenzenden Fléchen betrachten. Und falls
p; einer Ecke v entspricht, haben wir den gesuchten Schnittpunkt mit P bereits gefunden.
Anfangs ist es jedoch moglich, da8 kein Schnitt zwischen dem Strahl und P® vorliegt. Dann
gehen wir so vor, als ob wir den minimalen euklidischen Abstand zwischen P® und der
Gerade {a+ts|t € IR} ermitteln wollten. Auf diese Weise werden die lokalen Verfeinerungen
an die richtige Stelle gelenkt, und wir finden irgendwann den ersten Schnittpunkt mit dem
Strahl oder stellen fest, daB t79"*(a, P) = oo ist.

Nun steht nur noch die Diskussion des Falles aus, an dem eine Gerade ) = L und ein
Polyeder P beteiligt sind. Prinzipiell konnten wir P mit der Ebene H;, = {x + ts|x €
L,t € IR} schneiden und die Berechnung von ¢79"*(L, P N H}) als 2-dimensionales Problem

auffassen. Wir konnen es uns aber nicht leisten, P N H;, explizit zu berechnen. Statt dessen
verwenden wir wieder die Methode der lokalen Verfeinerungen. Nehmen wir also an, dafl wir
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zwei Punkte q; € Q und p; € P% N H;, kennen, die den Abstand zwischen Q und P® in
Richtung s minimieren. Im allgemeinen wird p; auf einer Kante e liegen. Daher geniigt es pro
Verfeinerungsschritt, die “Pyramiden” aufzusetzen, die Flachen bedecken, die zu e inzident
sind. Nur dort kann sich p;;; befinden. Um auch den Sonderfall in den Griff zu bekommen,
bei dem p; auf einer Ecke v liegt, merken wir uns die zu v inzidenten Fléachen, deren Schnitte
mit Hp den kleinsten und grofiten Winkel mit der orientierten Gerade L einschlieBen. Nur auf
diese Flachen werden bei der lokalen Verfeinerung “Pyramiden” aufgesetzt. Die beschriebene
Vorgehensweise kann aber erst dann einsetzen, wenn P N H; # () gilt. Solange das nicht
der Fall ist, steuern wir die lokalen Verfeinerungen wie bei der Bestimmung des minimalen
euklidischen Abstandes 6(Hy, P®).

Insgesamt haben wir damit bewiesen, dafi auch bei der Berechnung von ¢79"5(Q, P) zwischen
dem Polyeder P = P® und einem Punkt Q = a, einer Geraden Q = L oder einer Ebene
@ = H lokale Verfeinerungen zum Durchqueren der Hierarchie ausreichen, und daf jeder
Verfeinerungsschritt in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kann. ]

Die Aussagen des Lemmas 3.1 finden sich zum Teil schon in den Arbeiten von [EM81, DK85]
und spéater wieder in [DK90] und [DHKS90].
Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir effiziente Algorithmen zur Berechnung des minima-

len euklidischen Abstandes §( Py, P,), der maximal moglichen Verschiebung ¢77¢"%( Py, P,) in

col

Richtung s und des dabei eingehaltenen Sicherheitsabstandes A79s( Py, Py) fiir zwei Poly-

eder P, und P,. Wir verdeutlichen die generelle Vorgehensweise zundchst am Beispiel der
Berechnung von 0,,;, := 6(Py, P»). Die Notationen H(f) und L(e) stehen fiir die durch f

definierte Ebene und fiir die durch e bestimmte Gerade.

Omin — OO;
forall f, € Fy
do bestimme einen Punkt p € H(f;) so, dafl
O(H(f1), P») = d(p, P»);
if p € f1 then 4,,;, < min{d,,in, 0(p, )} fi
od;
forall e; € E;
do bestimme einen Punkt p € L(e;) so, dafl
6(L(e1), P») = 6(p, P»);
if p € e; then §,,;, < min{0,,;,, 6(p, P»)} fi
od;
forall v; € V}
do bestimme 6(vy, P,);
Omin < MIN{0pin, 0(v1, Po)}
od;

Diese Prozedur 148t sich auf die Berechnung von t7$"( Py, P5) direkt iibertragen. Zur Be-

col
stimmung von A,;, := A9"(P;, P;) miissen wir etwas anders vorgehen. Dabei bezeichne
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elrans .= {x +ts|x € e, t € [0, 1]} die von der Kante e wihrend der Translation iiberstrichene
Fliche. Fiir eine Ecke v sei die Strecke v'"** analog definiert.

Avin — min{0(Py, P2),0(P1 + s, ) };
forall e; € E;
do bestimme einen Punkt p € H (e} ") so, daB
O(H (™), Po) = 6(p, P2);
if p € " then A,,;, + min{A.;n,d(p, )} fi
od;
forall v; € V}
do bestimme einen Punkt p € L(v}*") so, dafl
O(L(vy*"™), P2) = 0(p, P);
if p € 0" then A,,;;, < min{A,,;n,(p, P»)} fi
od;

Y

Wenn wir voraussetzen, dafl das Polyeder P, konvex ist, konnen wir Lemma 3.1 anwenden,
um die Distanzberechnungen durchzufiihren, die in den obigen Prozeduren vorkommen. Als
Konsequenz erhalten wir folgenden Satz.

Satz 3.2 Fir zwei Polyeder Py und P, von denen Py konvex ist, lafit sich der minima-
le euklidische Abstand 6(Py, P2), die mazimal mdégliche Verschiebung tr9"s(Py, Py) in be-
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liebiger Richtung s und der dabei eingehaltene Sicherheitsabstand A" (P, Py) in Zeit

O(|P1|log | Ps|) berechnen, wenn das konvexe Polyeder Py hierarchisch reprasentiert ist.

Dieses Ergebnis besitzt Ahnlichkeit zu dem Resultat von [MS85], das besagt, daf8 sich der
Schnitt zweier Polyeder in Zeit O(nlogn) konstruieren 1afit, wenn eines der beiden Polyeder
konvex ist.

Interessanterweise 1é3t sich Satz 3.2 anwenden, um fiir das Optimierungsproblem des “Klein-
sten Aussichtsturmes” eine Verbesserung der Laufzeit gegeniiber [Sh88a] zu erzielen. Deshalb
schieben wir Abschnitt 3.1.4 ein.

3.1.4 Das Problem des “Kleinsten Aussichtsturmes”

Sharir beschreibt in [Sh88a| die Problemstellung wie folgt:

Auf einem Geldnde soll ein Aussichtsturm gebaut werden, von dessen Spitze aus
man das ganze Gelénde iiberblicken kann. Gesucht ist ein Bauplatz, auf dem ein
Turm kleinst moglicher Hohe errichtet werden kann.

Zur Modellierung des Geléndes legen wir einen triangulierten planaren Graphen in die z2o—
Ebene und ordnen jedem Knoten des Graphen eine Hohe in Form der x3-Koordinate zu. Die
Fléchen der so entstandenen polygonalen Oberflache bezeichnen wir mit Fy = {fi, fa,... fu},
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das Polytop selbst mit P;. Es ist leicht einzusehen, dafl die Spitze eines solchen Aussicht-
turms oberhalb jeder durch f; definierten Ebene H(f;) liegen muf, d.h. in dem Halbraum
TH(f;). Liegt umgekehrt die Spitze oberhalb H(f;) fiir alle 1 < i < n, so hat man von dort
iiberall im Gelédnde Einblick. Folglich muf§ sich die Turmspitze in dem konvexen Polytop P
befinden, das durch den Schnitt P, = N[, TH(f;) entsteht. Es bleibt also die Aufgabe, die
minimale vertikale Distanz zwischen dem nicht notwendigerweise konvexen Polytop P; und
dem konvexen Polytop P, zu bestimmen. Das entspricht gerade dem Wert von 4" ( Py, Py)
fiir s = e3. Unter Umsténden ist es aber gar nicht notwendig, einen Aussichtsturm zu bauen,
denn wenn P, N Py # (), dann gibt es auf dem Geldnde selbst einen Punkt, von dem aus alles
iiberschaubar ist.

Sharir [Sh88a] gelingt es nur, einen Algorithmus mit der Zeitkomplexitit O(nlog?n) zur
Losung des Problems des “Kleinsten Aussichtsturmes” anzugeben, er duflert aber die Ver-
mutung, daf eine Laufzeit in der GréBenordnung von O(n logn) moglich sein sollte. Satz 3.2
liefert uns den Beweis dafiir: P, kann als Schnitt von n Halbrdumen in Zeit O(nlogn) kon-
struiert werden. Anschliefend kann die Datenstruktur fiir die hierarchische Reprisentation
fir P, in Zeit O(n) aufgebaut werden. Die minimale vertikale Distanz zwischen P, und P,
finden wir geméf unseres Satzes in Zeit O(nlogn) und auch den Sonderfall Py N Py, # ()
kénnen wir in dieser Zeit abhandeln. ]

Wir verschérfen nun die Voraussetzungen von Satz 3.2 und fordern die Konvexitét beider Po-
lyeder P, = Q und P, = P. In [DK90] wird skizziert, daf (@, P) in diesem Fall sogar in Zeit
O(log|P|log|Q]) berechenbar ist. Wir iibertragen dieses Resultat jetzt auf die Berechnung
von t795(Q, P). Dabei benutzen wir die gleichen Methoden wie im Beweis zu Lemma 3.1.
Wir nehmen wieder induktiv an, da wir bereits ein Punktepaar (q;, p;) € Q x P kennen,
fiir das t7975(Q, P®)) = tI79"s(q;, p;) < oo gilt. Die Hilfsebene 11 = {x|n”(x — p;) = 0}

sei so gewdhlt, daB P® ¢ ~II¢) gilt, daB sie tangential zu P® verlduft und daB die dazu
parallele Ebene {x|n”(x — q;) = 0} das konvexe Polyeder @ beriihrt.

Unser Ziel ist es, durch eine geeignete lokale Verfeinerung von P® das neue Punktepaar
(Qit1, Pir1) € Q x PUFY zu finden. Da auch hier p;y; in TII®) liegt, miissen wir nur Verfei-
nerungen in unmittelbarer Ndhe des Punktes p; vornehmen. Diese ergeben sich entsprechend
seiner Lage — er kann im Inneren einer Flache f, auf einer Kante e oder auf einer Ecke v
des Polyeders P liegen. In allen drei Fillen kénnen wir uns im Grunde wie in Lemma 3.1
verhalten.

Pro Verfeinerungschritt werden zur Bestimmung von pj,1 hochstens vier “Pyramiden” mit
konstanter Komplexitdt untersucht. Fiir jede Fliache, Kante und Ecke dieser “Pyramiden”
148t sich t74"*(Q, .) mittels der hierarchischen Reprisentation von @ in Zeit O(log|Q)|) be-
rechnen und der neue Punkt q;; ermitteln. Da die Polyederhierarchie von P nur logarith-
mische Tiefe besitzt, kommen wir also mit O(log | P|log|Q|) Zeit aus. Die Voraussetzung war
jedoch, dafl wir zu Anfang zwei Punkte q; und p; kennen, die den Abstand zwischen ) und
P® in Richtung s minimieren.

Sei i der kleinste Index, fiir den #79"(Q, P%)) < oo gilt. Um unsere Argumentation zu
vervollstandigen, miissen wir noch zeigen, wie wir fiir 1 < j < ¢ die lokalen Verfeinerungen

in geeigneter Weise lenken. Dazu projizieren wir PY) und @ auf eine Ebene *II senkrecht
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zur Translationsrichtung s. Die Projektionen bezeichnen wir mit PY und Q. Es gilt:
vi<j<i: PPnQ=0, PYnQ#0

Als Richtlinie fiir die ersten Verfeinerungen dient uns der minimale euklidische Abstand
6(Q, P(j)) der projizierten Polyeder. Das Punktepaar (qj;, p;) werde stets so berechnet, daf
§(q, p;) = 0(Q, F(j)) gilt. Die Tangentialebene 1), die PY) im Punkt p; beriihrt, ist be-
stimmt durch {x|n”(x — p;) = 0}, wobei der Normalenvektor n = @ — p; senkrecht zu
s steht. Nur die “Pyramide”, die beim Verfeinern von PY in den Halbraum *II10) hinein-

ragt, kann den euklidischen Abstand zwischen den projizierten Polyedern vermindern. Im

Fall 7 = ¢ — 1 kommt es erstmals zum Schnitt zwischen @ und Y aufgrund dieser zuletzt

aufgesetzten “Pyramide”. Eben diese “Pyramide” ist es dann auch, die bei der Translation
von () in Richtung s eine Kollision mit P® verursacht — immer unter der Voraussetzung, daf
ttrans(Q, PO)) < co. (Wenn keine Projektion PY) cinen Schnitt mit Q aufweist oder wenn
ttrans(Q, PY) = oo ist, konnen wir schlieBen, daf auch #79"%(Q, P) = oo ist.) Ein Verfeine-
rungsschritt selbst, einschlieflich der Behandlung extremer Kanten in der Projektionsebene
LTI, verlduft analog zu oben, so dal jeder Ubergang von P zu PU*Y nur logarithmischen
Aufwand O(log |Q|) bedeutet. Uber beide Phasen des Algorithmus summiert erhilt man eine

Laufzeit von O(log|P|log|Q|). Diese Ausfiihrungen beweisen den folgenden Satz.

Satz 3.3 Mit Hilfe hierarchischer Reprisentationen fiir zwei konvexe Polyeder Py und P
lifst sich die gréftmdgliche Verschiebung te™ (Py, Py) von Py zu Py in Zeit O(log | Pi| log | Ps|)
berechnen.

3.2 Ein Kollisionstest fiir die Translation von iso—ori-
entierten Polyedern

Als Spezialfall betrachten wir nun Polyeder, bei denen die Kanten nur in konstant vie-
len Richtungen verlaufen konnen, sogenannte c-orientierte Polyeder. Es gibt zum Beispiel
nur drei verschiedene Kantenorientierungen fiir Polyeder, die aus achsenparallelen Quadern
zusammengebaut sind. Im folgenden betrachten wir zwei Polyeder P, und P, mit obiger Ei-
genschaft. Die Konstanten ¢; und ¢y sollen die Zahl der verschiedenen Kantenorientierungen
von P, und P, messen. Unter diesen Voraussetzungen wollen wir zeigen, daf sich das trans-
latorische Kollisionsproblem effizient 16sen 148t. Unser Ziel wird es sein, eine Laufzeit von
O((|P1| + | Po|) log? (| P1| + | Py|)) zu erreichen.

Der Grund dafiir, daf} sich die Kollisionsberechnungen im Fall von c—orientierten Polyedern
effizient durchfiihren lassen, liegt darin, dafl sich die auftretenden Teilprobleme durch geeig-
nete Transformationen auf Schnittprobleme von orthogonalen Objekten wie Punkten, hori-
zontalen und vertikalen Liniensegmenten und achsenparallelen Rechtecken im IR? reduzieren
lassen. Eines der Teilprobleme bei der Berechnung von t79"( Py, P;) ist zum Beispiel die Be-
stimmung des Kollisionszeitpunktes t7¢"$(Ey, Ey) fiir die zugehérigen Polyederkanten (vgl.
Abschnitt 3.2.1). Da in F; nur ¢; verschiedene Richtungen vorkommen, kénnen wir fiir jede

der ¢y Richtungskombinationen die Aufgabenstellung separat losen. Durch den Ubergang
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zu schiefwinkligen Koordinaten lassen sich die Kanten, die zu einem Paar von Richtungen
gehoren, in horizontale und vertikale Kanten verwandeln. Dadurch erhélt man konstant vie-
le Abstandsprobleme zwischen orthogonalen Objekten. (Dafiir stehen eine Reihe effizienter
Algorithmen zur Verfiigung, die oftmals auf der Sweep—Methode beruhen. Thr Einsatz er-
fordert dynamische Datenstrukturen wie balancierte Suchbdume und Segmentbdume (siehe
[Meh84]), die entsprechend geschachtelt werden.) Eine dhnliche Technik kann man auch bei
der Berechnung von ¢74"5(V;, Fy) anwenden (vgl. Abschnitt 3.2.2).

col

3.2.1 Bestimmung von t9"(Ey, E»)

Wir wollen den minimalen Abstand ¢7¢"5(P;, P;) von Py und P, in Translationsrichtung s

bestimmen. Dazu berechnen wir zuerst den minimalen Abstand in Richtung s zwischen den
beiden Kantenmengen F; und F,. Diese lassen sich anhand der Kantenrichtungen partitio-
nieren, d.h.

i=1

c1 c2 .
E,=|JFE; und E,= ] Ej.
j=1

Es gilt:

col col
1<j<en

ttrans(El’ Eg) — 1122011 ttrans(Ei’ Eg)

Wir miissen also nur zeigen, wie man alle Kanten einer festen Richtung s; von P; gegen alle
Kanten einer festen Richtung s, von P; testet.

Wir diirfen annehmen, daf§ die drei ausgezeichneten Richtungen s;, s und s linear un-
abhingig voneinander sind. (Andernfalls kann man davon ausgehen, daf t7¢"¢( Py, P;) durch
ein Ecke-Flachenpaar bestimmt wird.) Um die Situation noch weiter zu vereinfachen, trans-
formieren wir die Basis (s1, 82, 8) in die Standardbasis (e, ez, e3). Die Transformationsmatrix
fiir den Basiswechsel ist durch S = [s;, 82, 8] 7! gegeben. Wie man aus den Gleichungen (2.2)-
(2.4) ablesen kann, ist t779"(4, loq) invariant unter dieser Transformation. (I, und l.4 be-
zeichnen zwei Kanten, die zwischen den Punkten a, b und ¢, d verlaufen.) Aus Gleichung (2.2)
folgt mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes: (analog fir (2.3) und (2.4))

_ det(S) -detlc —a,b—a,d—c] det[S(c—a),S(b—a),S(d - c)]
~ det(S)-det[s,b—a,d—c]  det[Ss,S(b—a),S(d — c)]

Danach stellt sich unser Problem wie folgt dar:

Gegeben: Eine Menge Ey von horizontalen (z;-Richtung) und eine Menge Ey
von vertikalen (zp-Richtung) Liniensegmenten im IR,

Gesucht: Der minimale Abstand t79"¢(Ey, Ey ) zwischen Ey und Ey in positiver
x3-Richtung.

Eine effiziente Losung dieses geometrischen Problems kénnte wie folgt aussehen:

Wir projizieren alle Liniensegmente in die x;xo—Ebene. Die resultierende Szene besteht aus
sich kreuzenden horizontalen und vertikalen Liniensegmenten mit bis zu |Ey| - |Ey| vie-
len Kreuzungspunkten. Wir wollen den Kreuzungspunkt der beiden Liniensegmente ermit-
teln, die in positiver x3—Richtung gesehen am dichtesten zusammenliegen. Dazu fithren wir
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einen Plane-Sweep in x;-Richtung durch. Die horizontalen Liniensegmente, die die verti-
kale Sweep—Line momentan schneiden, werden in einem balancierten bindren Suchbaum T}
verwaltet. Thre xo—Koordinate dient als Ordnungskriterium. Die Sweep—Line mufl zu Beginn
und am Ende eines horizontalen Liniensegmentes anhalten, um den Suchbaum 7} auf dem
jeweils aktuellen Stand zu halten. Wenn sie auf ein vertikales Liniensegment [, trifft, soll die
ro—Struktur in der Lage sein, das zu [, in positiver x3—Richtung néchstgelegene horizontale
Liniensegment [, zu benennen.

Mit Hilfe des Suchbaumes 77 ist es leicht moglich, zu einem vertikalen Segment [, = ((x1, as),
(r1,by)) die Menge aller schneidenden horizontalen Segmente zu bestimmen. Diese Menge
befindet sich im Suchbaum 77 im Bereich zwischen den Suchpfaden fiir as und b,. Diese
Suchpfade besitzen im allgemeinen ein gemeinsames Stiick S, das sich aufspaltet in .S; und
S,.. Setzen wir as < by voraus, so liegt die gesuchte Menge in den rechten Teilbdumen
von S; und den linken Teilbdumen von S,. Sortieren wir alle in einem Teilbaum 77 (u) mit
Wurzel u liegenden horizontalen Segmente zusétzlich nach ihrer z3—Koordinate, so konnen
wir das vertikale Segment [, durch bindre Suche schnell nach seinem z3—Wert einordnen
und somit das nichstgelegene horizontale Liniensegment in 7} (u) bestimmen. Aus diesem
Grund fiigen wir dem Suchbaum 7} eine entsprechende Sekundérstruktur 75 bei. Zu jedem
Teilbaum 7} (u) existiert dann ein weiterer balancierter bindrer Suchbaum T5(u), der alle
in 77 (u) enthaltenen horizontalen Liniensegmente nach z3—Koordinate sortiert enthélt. Der
Platzbedarf fiir n Elemente steigt dadurch nur auf O(nlogn). Die Suchzeit betrigt log® n,
weil wir mittels der Primérstruktur 7} zunédchst O(logn) viele Teilbdume T5(u;) ermitteln
miissen, in denen die Suchzeit nochmals O(logn) betrégt. Von all den Antworten, die wir
von den T5(u;)’s bekommen, mufi dann nur noch das Minimum gebildet werden.

Da die eben beschriebene Datenstruktur wéhrend des Plane-Sweeps eingesetzt wird, muf3
sie dynamisch sein. Einfiigen und Léschen von Elementen ist in Zeit O(log®n) moglich:
Sei I, = ((ay,x2), (b1, x2)) ein horizontales Segment, das bei Position a; eingefiigt bzw. bei
Position b, geloscht wird. Bei Updates treten Anderungen in der Primérstruktur 77 entlang
des Suchpfades S fiir xo auf. Also sind auch alle Teilbdume Ty(u;) der Sekundérstruktur
betroffen, deren Wurzel u; auf S liegt. Ein einzelnes Update bewirkt also logarithmisch viele
Baumrebalancierungen mit Kosten O(logn).

Der gesamte Plane-Sweep Algorithmus hat also eine Laufzeit von O(nlog? n) mit n = |Eg|+
|Eyv|. Wir erhalten das folgende

Lemma 3.4 Der minimale Abstand t"$"(Ey, Ey) zwischen den Kantenmengen zweier c—
orientierter Polyeder Py, und P, lifit sich in Zeit O(cicy - (|Er| + |Es|) log?(|Ey| + |Ea|))
bestimmen.

3.2.2 Bestimmung von t79"(V}, F)

col

Nun kénnen wir dazu iibergehen, den minimalen Abstand in Translationsrichtung s zwischen
der Menge der Eckpunkte V; und der Menge der Flichen F; zu bestimmen. Da die Kanten
von P, nur ¢y verschiedene Orientierungen annehmen konnen, ist natiirlich auch die Zahl der
moglichen Flichennormalen durch eine Konstante ¢, < (?) beschrankt. Dementsprechend
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partitionieren wir auch die Menge F5, als
<
F=JF.
i=1

Es gilt:

tey ™ (V1, Fo) = min, ti™*(Vy, Fy)
1<i<c)

Betrachten wir also eine Teilmenge Fj mit fester Normalenrichtung n. Durch eine einfache
Transformation unserer Szene kénnen wir n = s = eg erreichen. Dazu drehen wir die Szene
zunéchst so, dal s mit der z3—Richtung iibereinstimmt. Daran schlieflen wir die Transforma-
tion x — (x1, o, %‘)T an. Durch diese Transformation bleiben die Absténde in x3-Richtung
zwischen den Flichen und den Punkten erhalten (siehe Gleichung (2.1)). Sei X = (1, x)"
und f = {X|x € f}, dann gilt:

f:{x|nTx:n0, xef} — {x]zz=

n p
p = (p17p27—)T

ns

T
. _ m_n'p

ns ns

Auf diese Weise wird aus Fj eine Menge von Flichen, die parallel zur xzo-Ebene liegen
und deren Begrenzungskanten nur in ¢i < ¢, viele Richtungen verlaufen. Wir suchen den
minimalen z3—Abstand eines Punktes aus V; zu dieser Menge. Dazu fiithren wir einen Space—
Sweep in negativer x3—Richtung durch mit einer zur z;x,—-Ebene parallelen Sweep—Plane. Als
Invariante wihrend des Sweeps soll gelten, daf3 sich alle Flidchen oberhalb der Sweep—Plane
in einer geeigneten Datenstruktur befinden. Wenn die Sweep—Plane an einem Punkt p € V;
hélt, ist diese Datenstruktur zu befragen, um die Fldache herauszufinden, auf die der Strahl
p + Ces (¢ > 0) zuerst trifft. Obwohl die betrachteten Flichen ci—orientiert sind, sind sie
einer effizienten Verwaltung nicht unmittelbar zugénglich. Um dies zu verbessern, zerlegen
wir die Flachen in Trapeze und Dreiecke wie folgt:

Von jedem Eckpunkt aus zerschneiden wir eine Flédche entlang der zo—Richtung bis zur
gegeniiberliegenden Kante. Die Dreiecke sind als entartete Trapeze aufzufassen. Die entste-
henden Trapeze lassen sich nach dem Verlauf von oberer und unterer Seite klassifizieren.
Zwei Trapeze gehoren zur gleichen Klasse genau dann, wenn ihre oberen Seiten zueinander
parallel sind und auch ihre unteren Seiten. Auf diese Art und Weise kénnen nur (c)? viele
verschiedene Klassen entstehen. Jede einzelne Klasse wird separat behandelt.

Wir haben also noch folgende Aufgabe zu losen:

Gegeben: Eine Menge von Punkten V und eine Menge von Trapezen F im IR?,
die parallel zur z12xo—Ebene liegen und deren linke und rechte Seiten parallel zur
x9—Achse sind und deren untere und obere Seiten in festen Richtungen verlaufen.
Gesucht: Der minimale Abstand zwischen V und F in positiver z3—Richtung.
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Zur Vereinfachung transformieren wir die Szene erst noch so, dafl die unteren Trapezseiten
in x;—-Richtung verlaufen. Dies kénnen wir durch einen Basiswechsel erreichen.

Als zur Sweep—Plane adjungierte Datenstruktur benutzen wir primér einen Segmentbaum 773
fiir die vorkommenden x;—Intervalle. Diese sind vor Beginn des Sweeps bekannt, so dafl das
Gertist von 77 statisch vorberechnet werden kann. Das Einfiigen der Trapeze in T7 bewirkt
deren Zerstiickelung in logarithmisch viele Streifen. Jeden Streifen eines so zerschnittenen
Trapezes unterteilen wir in ein achsenparalleles Rechteck und ein aufgesetztes Dreieck. Das
erleichtert uns die Arbeit, weil alle in einem z;—Bereich vorkommenden Dreiecke kongruent
sind. Dies folgt aus der Parallelitdt der oberen Seiten der betrachteten Klasse von Trapezen.

Die Behandlung der Rechtecke: Fiir die xo—Intervalle der Rechtecke, die in einem Knoten
u von Tj liegen, wird ein sekundérer Segmentbaum T5(u) angelegt, dessen Geriist ebenfalls
im voraus bestimmt werden kann. Ein Knoten von T5(u) muf lediglich den minimalen x3—
Wert der Rechtecke enthalten, die dort abgespeichert wiirden. Diese Konstruktion ermdoglicht
es, wihrend des Sweeps das von dem Query—Strahl p 4+ (ez zuerst getroffene Rechteck zu
bestimmen. Dazu bestimmt man in 77 den Suchpfad S; fiir p; und fiir jeden Knoten u auf S;
berechnet man in 75(u) das Minimum der z3—Werte auf dem Suchpfad Sy(u) fiir po. Suchen
und dynamisches Einfiigen in der Sekundérstruktur 75(u) erfordern nur O(log |F|) Zeit.

Die Behandlung der Dreiecke: Alle Dreiecke, die einem Knoten u mit dem x;—Bereich
[[(u),r(u)] im Segmentbaum 7} zugeordnet werden, sind kongruent. Ihre unteren Seiten ver-
laufen parallel zur x;—Achse und ihre oberen Seiten seien parallel zur Gerade x5 = a;x;. Die
definierende Gerade fiir die obere Seite des i—ten Dreiecks sei 23 = a121 +a; 2, und es befinde
sich in der Hohe x5 = a; 3. Dann kénnen wir das ¢-te Dreieck wie folgt charakterisieren:
{x[l(u) <z <7r(u),ml(u) <zo—a;s < a2, 23 = a;3}. Um das vom Query-Strahl p+ (es
erstgetroffene Dreieck zu bestimmen, haben wir fiir einen Knoten w mit p; € [I(u), r(u)] das
folgende Minimum zu berechnen, wobei wéhrend des Space-Sweeps stets ps < a; 3 Vi gilt:

Iniiﬂ{ai,?, —pslarl(u) <ps—a0 < apr} = miiﬂ{ai,?, — p3lpe —a1p1 < a;2 < po —arl(u)}

Als 2-dimensionales Problem in der xox3—Ebene formuliert, sucht man also unter all den
Punkten (a;2,a;3) denjenigen mit minimaler z3—Komponente, der im xo—Bereich zwischen
[ = ps —aipy und 7 = py — ayl(u) liegt. Zur Losung dieses Problems eignet sich ein binérer
balancierter Suchbaum T3(u) iiber den a; »’s, dessen Knoten den minimalen x3-Wert der Ele-
mente des zugehdrigen Unterbaumes als Zusatzinformation enthalten. Fiir den vorgegebenen
Bereich [I, r] erhdlt man den minimalen z3—Wert wie folgt: Man bestimmt die Suchpfade fiir
[ und r. Diese spalten sich irgendwo in S; und S, auf. Der gesuchte x3—Wert ergibt sich als
Minimum der x3—Werte der rechten Schne von S; und der linken Séhne von S,.. Die Laufzeit
fiir diese Suche in der Sekundérstruktur 73(u) 1a8t sich durch O(log|F'|) abschétzen. Das
gilt auch fiir das dynamische Einfiigen neuer Elemente. ]

In der Primérstruktur des Segmentbaumes 77 gehort zu jedem Knoten u ein weiterer Seg-
mentbaum 75(u) und ein bindrer balancierter Suchbaum T5(u). Sie dienen zur Verwaltung
der rechteckigen bzw. dreieckigen Anteile der Trapeze. Diese Kombination gewéhrleistet eine
Antwortzeit von O(log? |F|) auf eine Anfrage nach dem ersten Schnittpunkt eines Strahls
p + ez mit der Menge der Trapeze. Die Primérstruktur 7} leitet eine solche Anfrage an
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hochstens O(log |F'|) viele Suchstrukturen der zweiten Stufe weiter, die ihrerseits logarith-
misches Suchen gestatten. Ahnlich verhilt es sich mit dem dynamischen Einfiigen weiterer
Trapeze beim Fortschreiten der Sweep—Plane.

Berticksichtigen wir noch die vorbereitenden Berechnungen wie Sortieren der Haltepunkte
der Sweep—Plane und Aufbau der Geriiste fiir die Segmentbédume, so erhalten wir insgesamt:

Lemma 3.5 Der minimale Abstand t'79"*(V, Fy) zwischen der Eckenmenge und der Fli-

chenmenge zweier c—orientierter Polyeder Py und Py lifit sich in Zeit O(c3 (|[Vi| + |F))
log?(|Vi| + |Fs])) bestimmen.

Beweis: Noch unbewiesen ist die Abhéngigkeit der Laufzeit von dem Parameter c,. Zu
Beginn mufiten wir eine Klasseneinteilung der Flachen F, geméfl ihrer Normalen und der
Richtungen ihrer Begrenzungskanten vornehmen. Es bleibt zu zeigen, dai nur O((cz)?) ver-
schiedene Klassen entstehen kénnen. Die Zahl der Orientierungen fiir die Normalen ist durch
cy < (02) beschriinkt. ¢}, bezeichnete die Zahl der Kantenrichtungen, die auf der i-ten Nor-

2
malenrichtung senkrecht stehen. Die Anzahl der Klassen ist beschrankt durch die Grofe

Zfil(c§)2, weil fiir die i-te Normalenrichtung jedes Paar der ¢, Kantenrichtungen eine Klas-

se hervorbringen kann. Eine Aufzdhlung aller Richtungspaare ergibt: Zflil (025) = (C;) Weil

b > 2 gilt, folgt daraus:
&

S(6)? < ﬁ;zcé(cé 1) < 2en)?

i=1

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 3.6 Der minimale Abstand t'"$"( Py, Py) zweier c—orientierter Polyeder Py und Py lifit

col

sich fiir eine feste Richtung s in Zeit O((cy + ¢2)? - (|Pi| + | Po|) log?® (| PL| + | Py|)) berechnen.

Bemerkung:

Das translatorische Kollisionsproblem ist eng verwandt mit dem Problem, die sichtbaren
Flachen einer Szene fiir eine vorgegebene Blickrichtung zu berechnen. Beschrinkt man sich
auf c-orientierte Szenen, so kann man auch hier Laufzeitgewinne gegeniiber dem allgemeinen

Fall erzielen (siehe [Be92]).

3.3 Ein subquadratischer Kollisionstest fiir die Trans-
lation beliebiger Polyeder

In diesem Abschnitt gehen wir von zwei beliebigen Polyedern P, und P, aus und treffen
keine Annahmen iiber spezielle Eigenschaften wie Konvexitét (siehe Abschnitt 3.1) oder
isoorientierte Begrenzungskanten (siehe Abschnitt 3.2). Die Gesamtkomplexitit der beiden
Polyeder sei n := |Pi| + |P|. P, fithre eine Verschicbung in eine feste Richtung oder eine
Rotation um eine feste Achse aus, P, ruhe wihrenddessen. Es stellt sich die Frage, ob es
prinzipiell moglich ist, einen Algorithmus fiir die Kollisionserkennung zu entwerfen, dessen
Laufzeit sich asymptotisch besser verhilt als die des naiven Algorithmus, der O(n?) Zeit



3.3 Ein subquadratischer Kollisionstest fiir die Translation beliebiger Polyeder 61

benétigt. Fiir den Fall der Translation werden wir zeigen, da8 n? keine untere Schranke fiir
dieses Problem darstellt. Fiir Rotationen bleibt diese Frage weiterhin offen.

Bereits in Lemma 1.3 haben wir gesehen, dafi die Erkennung einer Kollision zwischen den
Ecken des einen Polyeders und den Flichen des anderen Polyeders weniger Schwierigkeiten
bereitet als die Erkennung einer Kollision zwischen den Kanten der Polyeder. Betrachten wir
zu letzterem Fall eine einzelne translatorisch bewegte Kante e und ignorieren alle stationéren
Kanten, mit denen e bei der vorgegebenen Translationsrichtung iiberhaupt nicht kollidieren
kann, so macht es keinen Unterschied, ob wir die Kanten als Liniensegmente oder als Geraden
ansehen. Das Problem, eine Kollision zwischen einer translatorisch bewegten Gerade und ei-
ner Menge von stationéren Geraden zu erkennen, 148t sich mit Hilfe von Pliickerkoordinaten
auf ein Strahlverfolgungsproblem in einem hoherdimensionalen Arrangement von Hyperebe-
nen reduzieren. Durch eine geeignete Vorverarbeitung dieses Arrangements ist es moglich,
die vom Strahl zuerst getroffene Hyperebene in sublinearer Zeit zu bestimmen und damit
die Gerade zu finden, mit der die bewegte Gerade zuerst zusammenstoBt. Diesen Test fiihrt
man fiir jede bewegte Kante durch und erhélt so einen Algorithmus mit subquadratischer
Laufzeit fiir die Kollisionserkennung bei translatorisch bewegten Polyedern.

Anstelle der Polyeder kénnen wir auch einfach zwei Mengen von Dreiecken benutzen um die
Problemstellung zu formulieren.

Gegeben: Eine Menge F} von roten Dreiecken, die in x3-Richtung verschoben
werden, und eine Menge F, von blauen stationiren Dreiecken im IR?.

Gesucht: Die maximale Verschiebung ¢779"5(F, F3) von Fj in x3-Richtung bis
zur ersten Beriihrung mit F5.

Der naive Algorithmus zur Losung dieses Problems hat eine Laufzeit von O(|F|-|Fz|), wenn
man alle rot-blauen Dreieckpaare betrachtet. Es stellt sich jedoch die Frage, ob es einen
Algorithmus gibt, dessen Komplexitit asymptotisch besser ist als das Quadrat der GroBe
der Eingabe. Wir werden nun folgenden Satz beweisen:

Satz 3.7 t79"(F), Fy) fiir zwei Mengen Iy und Fy von roten und blauen Dreiecken im IR®

kann in Zeit o((|Fy| + | F»|)?) berechnet werden.

Mit den Bezeichnungen F; (Fs) und V; (V3) fiir die roten (blauen) Begrenzungskanten und
die roten (blauen) Eckpunkte gilt:

tcol(Fla F2) = mln{{}%g&l tcol(vu F2)7 {}2% tcol(Flv U)u ?glEI} tcol(ev E2)}

Die generelle Vorgehensweise sieht so aus: F; und F, werden separat vorverarbeitet, so dafl
man fiir einen beliebigen Punkt v die gesuchte Distanz zu F; bzw. Fy schnell erfragen kann.
Ebenso verfahren wir mit Fs, damit man fiir eine beliebige Kante e die Distanz zu FE, effizient
berechnen kann.

3.3.1 Laufzeitersparnis durch Vorverarbeitung

Wir betrachten die vorliegende Problemstellung in einer allgemeineren Formulierung;:
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Gegeben sei eine Funktion f : Us x Ugp — H, die jedem Paar (a,b) aus einem Universum
U4 x Ug ein Element einer Halbgruppe H zuordnet. Mit Hilfe der assoziativen Verkniipfung
® der Halbgruppe sei die Abbildung f auf Teilmengen A C Uy, B C Up fortgesetzt:

f(AaB) = @ f(aab)

acAbeB

(Fiir unser konkretes Problem gilt: f = ¢ © = min und A x B =V} x Fy oder F} x V;
oder Fy X F3) Wenn wir annehmen, dafi eine Funktionsauswertung f(a,b) und die Operation
® in konstanter Zeit berechnet werden kénnen, so belaufen sich die Kosten zur Bestimmung
von f(A, B) auf O(|]A| - |B|) = O((|A] + |B|)?), welche im schlechtesten Fall quadratisch
in der Problemgrofe |A| 4+ |B| wachsen. Unter zusétzlichen Bedingungen ist aber eine ko-
stengiinstigere Auswertung des Funktionswertes f(A, B) denkbar. Das ist zum Beispiel der
Fall, wenn sich die Menge B effizient so vorverarbeiten 1483t, dal f(a, B) fiir ein beliebiges
a € Uz schnell berechenbar ist. Das Preprocessing fiir eine n—elementige Teilmenge B C Up
koste O(n?) und die Zeit fiir eine Anfrage eines Elementes a € Uy an diese vorverarbeitete
Menge zur Berechnung von f(a, B) sei durch O(log?n) beschrénkt.

Da wir zur Berechnung von f(A, B) mit subquadratischer Zeit auskommen wollen, kénnen
wir es uns nicht erlauben, die Menge B als Ganzes zu bearbeiten, falls p > 2 ist. Wir miissen
sie vielmehr in kleinere Teile zerlegen und anschliefend das Ergebnis einer Anfrage aus den
Teilantworten kombinieren. Wir unterteilen B in k disjunkte Mengen gleicher Méchtigkeit:

k
) 1
i=1

Es gilt: fA,B) = OO flaB).

a€A i=1

Bei einer gleichméfligen Aufteilung von B in k Teilmengen verteilen sich die Kosten fiir
Preprocessing und Query—Zeiten wie folgt:

B\ B
Preprocessing: O (k: <%> ) Queries: O <|A| k log? (|—k:|>>

Um diese beiden Anteile zu balancieren, wihlen wir k = |B||A|""/?log™%/?|B| > 1 und
erhalten so Gesamtkosten in Héhe von

O (IBI1A]"~ P 1og? 17 | B) = O (| 4] + | B)* ).

Falls k < 1 ist, dann ist |B| < |A|'/?1log?? | B| und der naive Algorithmus leistet bereits das
Gewiinschte.

3.3.2 Bestimmung von t9"(v, F')

Widmen wir uns zunéchst der Aufgabe, fiir eine Menge F' von Dreiecken eine Datenstruk-
tur aufzubauen, mit deren Hilfe fiir jeden beliebigen Punkt v die maximale Verschiebung
tirans(p, F) in logarithmischer Zeit berechnet werden kann (vgl. Abschnitt 1.6.4).

col
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Die Frage nach der Bestimmung von ¢¢"$(v, F') fiir einen beliebigen Punkt v fithrt uns zu

der Problemstellung, das erste Dreieck zu finden, das der Strahl r, = {(vy, vo, v3+¢)T | ¢ > 0}
trifft. Dazu projizieren wir alle Dreiecke aus F' in die z1x5—-Ebene. Dort bilden die projizierten
Begrenzungskanten E ein Arrangement von Liniensegmenten im IR?. Dieses Arrangement
besitzt O(|F|?) elementare Regionen. Fiir alle Punkte ¥ = (v1, v2)” einer solchen Region R
gilt, daf alle Geraden L, = {(v1,v2,() | ¢ € IR} die Dreiecke aus F' in der gleichen Reihenfolge
schneiden. Zu jeder Region kénnen wir uns deshalb eine nach der z3—Koordinate sortierte
Liste der Dreiecke speichern. Durch Binérsuche nach v3 kénnen wir dann fiir den Punkt v
das in x3-Richtung nichstgelegene Dreieck finden, sobald wir die Region R kennen, die die
Projektion v des Punktes v enthélt.

Bei der Losung des verbleibenden 2-dimensionalen Point—Location—Problems legen wir kei-
nen groflen Wert auf die Optimierung der Preprocessing—Kosten, sondern wir benutzen das
klassische Verfahren von Dobkin und Lipton [DL76]. Es wird uns spéater noch einmal in einem
Raum hoherer Dimension begegnen. Wegen seiner zentralen Bedeutung fiir den Gesamtal-
gorithmus skizzieren wir es kurz fiir den 2—dimensionalen Fall:

€2

€

Abbildung 3.4: Point-Location im IR?

Unser Arrangement wird von |E| Liniensegmenten in der Ebene gebildet. Durch alle Rand-

punkte und durch ihre moéglicherweise gg |> Schnittpunkte legen wir Geraden parallel zur xo—
Achse und erhalten dadurch eine Streifeneinteilung. Diese impliziert auch eine Verfeinerung
der elementaren Regionen in Trapeze und Dreiecke. Innerhalb jedes Streifens gilt, dafl jede
zur xo—Achse parallele Gerade die Liniensegmente in der gleichen Reihenfolge schneidet. Die-
se Eigenschaft erlaubt pro Streifen eine Sortierung der Segmente nach x,. Die Streifen selbst
konnen natiirlich nach x; sortiert werden. Zur Lokalisierung eines Punktes vV = (v;,v2)7 be-
stimmt man zuerst durch Bindrsuche nach v, in der Streifenliste den entsprechenden Streifen.
Zu jedem Streifen gehort eine nach x5 sortierte Liste der kreuzenden Liniensegmente, so dafl
eine Bindrsuche nach vy das Trapez/Dreieck und somit die Region liefert, die T enthélt.

Die Vorverarbeitungskosten sind sicherlich polynomiell und lassen sich grob durch O(|F|*
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log |F|) abschitzen. (Es gibt O(|F|?) Trapeze/Dreiecke, wofiir eine nach z3—Koordinate sor-
tierte Liste der |F| Flachen zu bestimmen ist.) Die Suchzeit betrigt O(log |F|).

3.3.3 Bestimmung von 7" (e, E)

Gegeben sei eine Menge F von Liniensegmenten im IR®. Wir méchten diese Menge so vor-
verarbeiten, dafl wir fiir ein beliebig vorgegebenes Segment e das Segment aus F schnell
bestimmen konnen, mit dem e zuerst kollidiert, wenn es in x3—Richtung verschoben wird.
Um eine logarithmische Antwortzeit zu erzielen, nehmen wir polynomielle Vorverarbeitungs-
kosten in Kauf.

Unsere Vorgehensweise ist zweistufig: Bei vorgegebenem e ermitteln wir zunéchst die Menge
E(e) C FE all der Liniensegmente, mit denen e wihrend einer Translation in z3—Richtung
zusammenstoflen kann. Anschlieffend bestimmen wir unter diesen dasjenige, das zur ersten
Kollision fiihrt.

1. Stufe

Fragen wir uns zunéchst einmal, unter welchen Bedingungen ein translatorisch bewegtes
Liniensegment [, mit einem Liniensegment [.; zusammenstoflen kann. Wir werden nur echte
Zusammenstofle betrachten, d.h:

e Die beiden Liniensegmente [,;, und [.4 sind nicht parallel.
e Keiner der Endpunkte a, b, c,d ist ein Kollisionspunkt.

Eine Antwort auf diese Frage haben wir bereits mit Formel (2.6) gegeben. Fiir s = eg ergibt
die Expansion der Determinanten die beiden folgenden Ungleichungssysteme.

b xc);+ (c xa); <0 (>0)
axd);+(dxb)s<0(>0)
dxb);+ (bxc)3<0(>0)
cxa);+(axd); <0(>0)

Wenn die Endpunkte der beiden Linensegmente [,, und [.; eines der beiden Ungleichungs-
systeme erfiillen, ist gewéahrleistet, daf sich ihre Projektionen in der x;zo—Ebene schneiden,
d.h: gy N iy # (). Dies ist gleichbedeutend damit, dafl eine Translation eines Liniensegments
entweder in positiver oder negativer x3—Richtung zu einer Kollision fithrt. Wegen des Terms
(a x b)s ist dieses System jedoch nicht linear in den kartesischen Koordinaten von a und b.
Deshalb fithren wir neue Koordinaten ein:

Ty =a1, Te=ay, T3=0b, xT4=0Dby, 5=aiby— ab

Da x5 = x114 — w223 gilt, sind diese Koordinaten nicht unabhéngig voneinander. Auflerdem
wird durch die Einfiihrung von x5 die Dimension des Problems erhéht. Der entscheidende
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Vorteil ist jedoch die resultierende Linearisierung der Ungleichungen.

—Cox1 + 1Ty + cox3 — s+ 15 <0

(Cg — dg)l’g — (Cl — d1)1’4 4+ cidy —cad; <0
doxy — dixy — doxs + dixy — x5 <0

—(02 — dg)xl + (61 — dl)llfg — Cldg + C2d1 <0

Wenn wir das Liniensegment I, als einen Punkt x = (21, 2, 3, 24, 25)7 im 5-dimensionalen
Raum auffassen, dann beschreiben die beiden Ungleichungssysteme gerade zwei zusam-
menhédngende Raumgebiete R_(l.q) und R (l.), in denen x liegen muf, damit I, bei ei-
ner Translation in x3—Richtung mit dem Liniensegment [.; zusammenstot. Die Begrenzun-
gen von R_(l.q) und R~ (l.) sind vier Hyperebenen, deren Koeffizienten nur von ¢ und d
abhéngen.

Nun untersuchen wir die Situation, dafl wir nicht nur ein einzelnes sondern mehrere stati-
onédre Liniensegmente haben. Fiir ein beliebig vorgegebenes, in x3—Richtung verschiebbares
Segment [,, moéchten wir die Menge

E(ly) ={ec E|lenly # 0}

bestimmen. Der Querstrich steht fiir die Projektion in die x;z9—Ebene. Mit Erreichen dieses
Zwischenziels kennen wir alle Elemente aus FE, die fiir eine Kollision iiberhaupt in Frage
kommen. Im 5-dimensionalen Raum liefert uns jedes Liniensegment e € E vier Hyperebenen
als Begrenzungsflichen der Kollisionsbereiche R (e) und R (e). In dem Arrangement IC(E),
das von diesen 4|F| Hyperebenen gebildet wird, kénnen wir zu jeder 5-dimensionalen Zelle
C' all die Liniensegmente F(C') bestimmen, deren Kollisionsbereiche C' {iberdecken.

E(C)={ec€E|CCR.(e)UR-(e)}

Die gesuchte Menge E(l,) = E(Cx) erhalten wir, indem wir die Zelle C des Arrangements
K(E) bestimmen, die den Punkt x = (ay, as, by, ba, a;bs — asb;)T enthélt. Sollte der Punkt x
auf dem Rand einer Zelle Cy liegen, so kénnen wir sicher sein, daf kein echter Zusammenstof3
vorliegt.

Das Arrangement /C(E) kann in polynomieller Zeit so vorverarbeitet werden, dafl die Loka-
lisierung eines Punktes x und damit die Bestimmung der gesuchten Menge F(l,;) in loga-
rithmischer Zeit moglich ist. Auf diesen Punkt werden wir spéter noch genauer eingehen.

2. Stufe

Nach Abschlufl der 1. Stufe haben wir alle Liniensegmente FE(l,,) zur Verfiigung, die mit
lap bei einer Translation in x3—Richtung kollidieren kénnen. Wir méchten das Segment e €
E(lyp) bestimmen, mit dem [y, zuerst zusammenstoBt. Dazu konnen wir alle beteiligten
Liniensegmente zu Geraden ausdehnen, ohne das Endergebnis zu veréndern.

Betrachten wir also zwei Geraden L, und L., durch die Punkte a, b und ¢, d. Uns interessiert
der Moment, in dem Ly, N L.q # () gilt. Dann sind alle vier Punkte komplanar. In homogenen
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Koordinaten ausgedriickt bedeutet dies (siehe auch Gleichung (2.5)):

Gy a1 az asg

Cp €1 C2 C3
do di do ds

Eine Entwicklung dieser 4 x 4-Determinante nach den 2 x 2-Unterdeterminanten der ersten
beiden und letzten beiden Zeilen ergibt folgende homogene Gleichung:

Y2301 + Y3102 + Y1203 + Y0312 + Vo123 + Yo2v31 = 0

mit Q5 = aibj — Ciji und Vi = Cidj - dei

Mit dieser bilinearen Gleichung kann man die Kollision der beiden Geraden L, und L.4 im
IR? als die Kollision eines Punktes p,, mit einer Hyperebene H,; im IR® interpretieren, wobei
Pw und H,.; gegeben sind durch:

He g @ ya3w1 + Y3172 + Y1223 + Y0324 + Y0125 + Yoor6 = 0

. T _ T
Pab - (931#2,96’3,934,555,936) = (a01>0402>0403,a12,a23>agl)

Die Parameter «a;; und +;; sind unter dem Namen Pliickerkoordinaten bzw. Pliickerkoeffizi-
enten bekannt. (Die Rollen von p,, und H.4 kénnen auch vertauscht werden.)

Wenn die Gerade L, in Richtung eg bewegt wird, stellt sich die Frage, wie sich dabei ihre
Pliickerkoordinaten verdndern. Aus den 2 x 2 Unterdeterminanten der Matrix

ap ay az as—+Cag
bo b1 by b3+ (b

ergeben sich die Pliickerkoordinaten ;;(¢) als

Pu(C) = (o1, 02, o3, 12, a3 — g2, 31 + Cam)T- (3.1)

Das heifit, daB sich der Pliickerpunkt p,, geradlinig im R® bewegt, wenn die zugehérige
Gerade L, translatorisch bewegt wird.

Nach dieser Transformation des Problems in den 6-dimensionalen Pliickerraum stehen wir
vor folgender Aufgabe:

Die Menge E(l,,) der ortsfesten Liniensegmente werde abgebildet auf eine Menge von Hy-
perebenen, die im Pliickerraum ein Arrangement P(E(ly)) bilden. Der zum bewegten Lini-
ensegment l,, gehorige Pliickerpunkt bewegt sich auf einem Strahl py,(¢). Gesucht ist die
erste Hyperebene H,.q4, die dieser Strahl durchdringt. Die Antwort muf} in logarithmischer
Zeit gefunden werden, und die Vorverarbeitungskosten fiir P(F(l,)) diirfen nur polynomiell
sein.
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Abbildung 3.5: Regionenaufteilung in einem 2-dimensionalen Arrangement

3.3.4 Point—Location im IR

Wir betrachten zunéchst das einfachere Problem, die Zelle eines Arrangements zu bestimmen,
die einen vorgegebenen Punkt enthélt. Das klassische Verfahren dafiir stammt von Dobkin
und Lipton [DL76]. Es bildet die Basis fiir die Losung unseres Problems. Bei der Diskussion
des 2—-dimensionalen Falls haben wir bereits eine Einsicht in die prinzipielle Vorgehensweise
erhalten (vgl. Abbildung 3.5). Die benutzte Methode der Dimensionsreduktion durch Pro-
jektion 148t sich in verallgemeinerter Form auch im d—dimensionalen Raum anwenden:
Gegeben sei ein Arrangement P@ von n = ng Hyperebenen H® im IRY. Der paarweise
Schnitt dieser (d—1)-dimensionalen Hyperebenen liefert uns n,—1 = (";) (d—2)-dimensionale
Teilrdume, die wir in den x5 ... x4 1—Raum projizieren. In diesem (d—1)-dimensionalen
Raum erhalten wir so ein Arrangement P~ von ng_; (d—2)-dimensionalen Hyperebe-
nen. Alle Geraden L, = {(ui,us,...,uq_1,()7|¢ € R} parallel zur z4—Achse schneiden
die urspriinglichen Hyperebenen in der gleichen Reihenfolge, solange sich die Projektion
u @Y = (uy,us, ..., us_1)" von u in ein und derselben Zelle des Arrangements P@~1 befin-
det. Diese Invariante gestattet pro Zelle eine Sortierung der Hyperebenen nach z,;. Dadurch
ist die Dimension des Ausgangsproblems um 1 vermindert, und wir kénnen dieses Verfahren
fiir P9~V rekursiv fortsetzen. Zur Lokalisierung eines Punktes u = (uy, us, ..., uq)7 ermit-
teln wir rekursiv die Zelle von P~ die ul®=Y enthilt, und konnen dann in der zu dieser
Zelle adjungierten Liste der Hyperebenen nach ug binér suchen.

Wir starten also mit einer Menge H¥ = {Hl(d), HY, . .H{®} von Hyperebenen im R
Fiir jedes Paar von Hyperebenen bilden wir den Schnitt und projizieren das Ergebnis in
den z125 ...x4_1—Raum. Diesen Vorgang setzen wir rekursiv fort bis der resultierende Raum
1-dimensional geworden ist.

Fir k=d—1,...,1 bestimmen wir

(= 5P, HP}

_ {7[{2 A Hj:m:m...mk | 1<i< ] < Nt Hth c H(k+1)},

H k)
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k
HZ-(k) : th(?)xj = h§’5’, ng = (nk;l).
j=1

Jede Hyperebene HZ-( )

zu beschreiben, fassen wir die Hyperebene als eine Abbildung fi( . RY — R auf. Wenn
wir die Gleichung fiir Hi(k) nach x; auflésen, konnen wir fiir hl(-,]z) # 0 und x € IR? folgendes
definieren:

unterteilt den Raum in zwei Halbraume +H und ~H, ®) Um diese

(k) L
109 = () Zh )
THY = x|z > fP(x)} ?#;4MMSﬂ<m}

Wenn die Rekursion bei k = 1 stoppt, la8t sich die Menge der Hyperebenen H™ nach der
z1-Koordinate sortieren und zwar so, da8 fiir alle x € IR? gilt:

1 1 1
—00 < o) (%) < S (%) < - < S, (%) < o0

o beschreibt die Permutation der Hyperebenen nach dem Sortieren. Auf diese Weise erhalten
wir eine Zerlegung des IR? in Regionen

_ (1) . .
HEr(i1+1) fir i, =0,
1 _ 1) ) s '
RY = +HJ(“) N Ha(z'1+1) fir 0< i <ng,
+H(1) fir ’il = Nnj.

o(i1)

Innerhalb jeder Region Rgll) konnen wir die Hyperebenen aus H® nach der x,-Koordinate
sortieren, wodurch wir eine erneute Zerlegung erhalten. Jede entstehende Region kann nach
dem gleichen Verfahren rekursiv verfeinert Werden Die Sortierung der Hyperebenen aus

H®* nach der x;,Koordinate fiir eine Reglon RZl 12 i, erfassen wir durch o(iy,da, . .., i)

fiir 1 <1 < ng. Dann gilt fiir alle x € R o C IRd:

’L

(k) (k)
—0 < f (11,0l 171)(X) = fa(il,m,ikfl,?) (X) S-S fU(i17~-~7ik—17nk)(X) < 00

Fir 0 <i; <nj;,j=1,...,k—1, ist die Partitionierung der Region R gegeben durch

'Lkl

(k1) (k) o
) Rzk 1’Lk 1 A Halgil,...,ik-i-l) L fiir U = 07
Ril,...,ik = REL 7’)Lk 1 m +HO('(Z?1,...,’Lk) H(S-(zl 'Lk“l‘l) fur O < Zk < ’rl,k”

R¥D  A+g® fiir if, = ny.

1501 o (i1,0ik)

Fiir einen beliebig vorgegebenen Punkt u € IR? kénnen wir durch d-malige binéire Suche die
Region Rﬁf)l , bestimmen, in der u liegt.



3.3 Ein subquadratischer Kollisionstest fiir die Translation beliebiger Polyeder 69

Unter der Annahme, dafi u = (uy, ..., uq)" € Rﬁf‘likfl ist, bestimme i, sukzes-
sive fiir k=1, ...,d so, daB gilt:

(k) (k)
fa(il,...,ik,l,ik)(u) S up < fa(ih...,ik,l,ik-i-l)(u)

Wenn wir die Region Rgf) ., die u enthélt, gefunden haben, kennen wir damit auch die

Hyperebene, die von dem Strahl z(¢) = (uy, ..., uq+ )T, ¢ > 0, zuerst getroffen wird.

Korrektheitsbeweis

Seien H, : Zle a;r; = ap und Hy : Z?Zl bix; = by zwei Hyperebenen im R%. Die Projektion
des Schnittes H, N Hy, in die z125 . .. x4_1—Ebene ist gemif (A.15) gegeben durch:

d—1
a; ag ap Qq
Hai dt Z:dt
ot e EE e

Zur Korrektheit geniigt es zu zeigen, dafl zwei beliebige zur x4—Achse parallele Geraden
Ly = {(u1,us,...,ug_1,0)T|¢ € R} und L, = {(v1,v,...,v4-1,()T|¢ € R} die Hyperebe-
nen in der gleichen Reihenfolge schneiden, wenn u*Y und v(@= in der gleichen Zelle des
Arrangements P liegen. Wir fithren den Beweis indirekt, indem wir annehmen, dafl es
zwei Hyperebenen H, und H, gibt, die von den beiden Geraden in unterschiedlicher Reihen-

folge geschnitten werden. Vergleichen wir die x4—Koordinaten der Schnitte, so erhalten wir
0.B.d.A.

1 d—1 1 d—1
—(CLO — Z aiui) < —(bo — Z blul)
(d i—1 ba i—1

1 d—1 1 d—1
—(CLQ — Z aivi) > —(bo — Z bzvz)
ad i=1 ba i=1

Daraus aber folgt unmittelbar, daf u®=" und v(*=b auf verschiedenen Seiten der Hyperebene

H,;, liegen und somit nicht in der gleichen Zelle des Arrangements P~ liegen konnen. m

Komplexitiatsanalyse

Fiir die GroBe s(d, n) der beschriebenen Datenstruktur im IR¢ fiir n Hyperebenen findet man
sofort die Rekursionsgleichung

cn

en - s(d —1,n?)

s(1,n)

<
s(d,n) <

mit der Losung s(d,n) = O(n*'~'). Die Zeit p(d,n) zum Erstellen dieser Datenstruktur
liBt sich in analoger Weise abschiitzen durch p(d,n) = O(n*~'logn). Fiir die Zeit zur
Lokalisierung eines Punktes erhélt man

t(1,n)
t(d,n)

clogn

<
< clogn +t(d —1,n?)
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mit der Losung t(d,n) = O(logn).

Bemerkung:

Leider erzeugt dieser Algorithmus durch die wiederholten Projektionen bis zu O(nzd_l) Re-
gionen, die eine wesentlich feinere Partitionierung des IR? darstellen, als sie durch die Zel-
leneinteilung von P@ gegeben ist, die nur O(n?) Zellen besitzt.

3.3.5 Spezielle Strahlverfolgungsprobleme im IR?

Wie wir eben gesehen haben, ist die Datenstruktur von [DL76] insbesondere auch dazu
geeignet, die Hyperebene im Arrangement P zu bestimmen, die von einem Strahl der
Form x(¢) = (uy,us, ..., uq-1,¢)T, ¢ > 0 zuerst getroffen wird. Wir interessieren uns aber
fiir Strahlen der Form

X(C) = (ul,ug...,ud_l+de_1,ud—l—de)T, ¢ >0.

Diese besitzen einen weiteren Freiheitsgrad. Um diesen in den Griff zu bekommen, werden wir
den z125 ... x4_oRaum so partitionieren, daB fiir jede dadurch entstehende Region R(¢~2)
gilt:

Die kombinatorische Struktur des Arrangements .A(u), das in dem 2-dimensiona-
len Raum S(u) = {(u1, ..., uq_2,24-1,74)" |24_1, 74 € R} durch den Schnitt mit
den Hyperebenen aus H'? entsteht, ist gleich fiir alle u'=2 = (uy,... ugs_2)7 €
R@-2)_dh. die relative Lage der Geraden von A(u) und ihrer Schnittpunkte
bleibt invariant, solange sich u®=? nur in einer Region bewegt.

Diese Eigenschaft ist in Analogie zu der von [DL76] zu sehen, deren Partitionierung des
1%y ...rq—1—Raum garantiert, dafl die Reihenfolge der Hyperebenenschnitte mit dem 1—

dimensionalen Raum {(uy, ..., uq_1,24)T |24 € R} invariant bleibt fiir alle u®=Y = (uy, ...,
ud_l)T einer entsprechenden Region.
Behauptung:

Die gewiinschte Partitionierung 148t sich wie folgt gewinnen: Wir bringen alle Tripel der (d—
1)—dimensionalen Hyperebenen zum Schnitt und projizieren diese (g) (d—3)—dimensionalen

Teilrdume in den x125 . .. r4_o—Raum. Die Zellen des Arrangements P=2) in diesem (d—2)—

dimensionalen Raum, gebildet aus den ("

3) neuen Hyperebenen, sind die gesuchten Regionen.

Beweis: Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir zwei verschiedene 2-dimensionale
Riaume S(u) = {(u1,us, ..., Ug_2,Ta_1,2q)" |2a_1,74 € R} und S(v) = {(vi,vo,...,04 2,
Tg_1,2q)T |wg-1, 24 € R}. Wir mochten zeigen, dafl die kombinatorische Struktur von A(u)
und A(v) gleich ist, wenn u@2 und v(¢2 in der gleichen Zelle R(@~2 des zugehérigen
Arrangements Ppla-2) liegen. Wir fithren den Beweis wieder indirekt:

Nehmen wir an, daf§ sich die kombinatorische Struktur von .A(u) von der von A(v) unterschei-
det. Dann gibt es drei Hyperebenen H,, H, und H,, so daf der Schnittpunkt H, N H, NS (u)
links/rechts der Geraden H.N S(u) liegt, aber H, N H, N S(v) rechts/links der Geraden
H. N S(v) liegt. Daraus schliefen wir, daf8 sich u(®=? und v(®=2? auf verschiedenen Seiten
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der Hyperebene H,p. befinden. H,,. bezeichnet dabei die Projektion von H, N H, N H, in
den x5 ... x4 o—Raum und ist gegeben durch (vgl. Gleichung (A.15)):

d—2 a; Qg—1 Qg ap Ga4-1 Qg
Habc : Z det bl bd—l bd €T; = det b() bd—l bd
=1 Ci Ci-1 Cq Co Ci-1 €4

Die Schnittgeraden in S(u) lauten:
d—2
Ag-1Tg-1 +aqxa = ag— Y ai;
=1
d—2
ba—1Tg—1 + barg = bo— Y _ b
i=1
d—2
Ca—1Td_1 + Caly = Co— Y Gl
=1

Die x4_1, z4~Koordinaten des Schnittes H, N H, N S(u) sind bestimmt durch:

ag—1 Q4 _ ap — D aju; ag
det[bd_l bdlxd-l - det[bo—zmui bd]

ag—1 Q4 _ Ag—1 Qg — Y QiU
det [ bi-1  ba ]xd = det [ bi—1 bo — 2 biu; ]

Eingesetzt in die Geradengleichung von H. N S(u) ergibt dies:

+cq_1 det [ Qo = 2 it ag ] + cydet [ Gg-1 Go — 2 AiU;

| S

bo — > biu; by ba-1  bo — 3 biuy
ag—1 Qq
< E(eo =D ) det[ byt by 1
Dies fiihrt schliellich zu:
d—2 a; Qg—1 G4 ap Aag—1 G4
+ Z det | b; bg_1 by | u; > xtdet| by by_1 by
=1 G Cd-1 Cd Co Ca-1 Cd
Ersetzen wir u durch v, so kehren sich die Vorzeichen um, und wir erhalten den Widerspruch,
daB u®=? und v(@2 auf verschiedenen Seiten von H,, liegen. =
Wir méchten einen Strahl x(¢) = (u1, us, . . ., ug_1+Cwa_1, ug+Cwg)?, ¢ > 0 untersuchen, der

orthogonal zum x5 ... x4 o—Raum verlduft. Diesen Raum haben wir so partitioniert, dafl
alle 2-dimensionalen Arrangements 4(u) die gleiche kombinatorische Struktur aufweisen,
sofern u*=? sich nur in einer Region R@2) dieser Partitionierung bewegt. Diese Invarianz
ermoglicht es uns, die begrenzenden Hyperebenen einer Zelle von A(u) zyklisch zu sortieren.
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Eine solche Sortierung ist von Vorteil, denn mit ihrer Hilfe konnen wir die erste von unserem
Strahl x({) getroffene Hyperebene in logarithmischer Zeit mittels Bindrsuche bestimmen. Es
bleibt also nur noch zu beschreiben, wie wir die Zelle von A(u) fiir den Startpunkt u des
Strahls finden koénnen.

Die Zelleinteilung des Arrangements P(4=2) stellt eine Verfeinerung der Zelleinteilung des Ar-
rangements P42 im x12, . .. 24_oRaum dar, denn die Menge der Hyperebenen von P42

ist eine Teilmenge der Hyperebenen, aus denen P42 besteht. Da jede Region Rgf_22 L, €ine
Teilmenge einer (d—2)-dimensionalen Zelle von P42 ist, ist die kombinatorische Struktur

von A(u) invariant fiir alle u@=2 ¢ Rz(f_m

iy, Eine Konsequenz davon ist:

Fiir alle u € Rz(f)l , wird die Zelle von A(u), die u enthilt, von den gleichen
Hyperebenen in der gleichen zyklischen Reihenfolge begrenzt.

Wir miissen die Datenstruktur von [DL76] also nur etwas erweitern, indem wir zu jeder Re-
gion Rff)l , diese eindeutig bestimmte zyklische Reihenfolge der Hyperebenen abspeichern.
Jede Zelle von A(u) ist ein konvexes Polygon, das wir als den Schnitt von n Halbebenen der

Form ag_1x4-1 + agrqy < ag — Z?‘f a;u; bestimmen konnen. Dies geschieht fiir jede Region,

indem wir einen beliebigen Probepunkt u € Rgfl)l , wihlen.

Diese Argumente zeigen uns, dafl wir unser spezielles Strahlverfolgungsproblem in logarith-
mischer Zeit 16sen konnen, wenn wir die Datenstuktur von [DL76] entsprechend erweitern.
Die notwendigen Modifikationen vergréfiern den Platzbedarf um den Faktor n auf O(nzd)
und die PreprocessingZeit ist durch O(n?"logn) beschrinkt.

Kehren wir zu unserem Ausgangspunkt zuriick. Im 6-dimensionalen Pliickerraum kénnen
wir nun in logarithmischer Zeit die erste Hyperebene H.; bestimmen, mit welcher der Punkt
Pap auf seiner Bahn pay(¢) = (aoy, ioa, 3, 12, o — € gz, st +C aipp )T zusammenstdBt. Auf
diesem Weg haben wir somit die erste Gerade L.; und natiirlich auch das Liniensegment [.4
bestimmt, mit dem unser bewegtes Liniensegment [, zuerst kollidiert.

3.3.6 Zusammenfassung

Bei der Berechnung von t7¢"(l,,, E') kénnen wir sowohl in Stufe 1 als auch in Stufe 2 loga-

rithmische Suchzeiten garantieren. Stufe 1 erfordert ein Point-Location im 5-dimensionalen
Arrangement IC(F) zur impliziten Ermittlung der Menge E(C') der potentiellen Kollisions-
kandidaten. Unter Benutzung des Verfahrens von [DL76] belduft sich die dafiir notwendige
Preprocessing-Zeit auf p; = O(|E|?’). In Stufe 2 benutzen wir erneut diese Technik in einer
modifizierten Form zum Ray-Tracing im 6-dimensionalen Arrangement P(E(C')). Auch in
diesem Fall ist die Suchzeit logarithmisch. Das Preprocessing kostet O(|E(C)|* log |E(C)|)
fiir jede Zelle C' des Arrangements KC(FE). Wir ersparen es uns, diese Zellen explizit zu
berechnen. Statt dessen benutzen wir einfach die verfeinerte Partitionierung, die der Al-
gorithmus von [DL76] ohnehin liefert. Diese besteht aus O(|E|?*~') Regionen, deshalb ist
p2 = O(|EP"~" - |[E[" ! log| E]).

Wir haben also erreicht, die Vorverarbeitungsdauer polynomiell zu beschréanken, wenn auch
der Exponent fast dreistellig geworden ist. Damit erhalten wir die Aussage, daf3 t79"¢(Ey, E)

col
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fiir zwei Mengen von roten und blauen Liniensegmenten im IR* in Zeit O((|E1| + |E»|)?~¢
(e > 1(1)—0) berechnet werden kann. Zusammen mit den Aussagen, die wir zur Berechnung
von t74"(V, F) fiir eine Menge V von Punkten und einer Menge F von Dreiecken gewonnen
haben, folgt unser Satz.

Bemerkungen:

Mit den probabilistischen Methoden des Random Sampling ist es moglich, eine deutlich
bessere Preprocessing—Zeit fiir die auftretenden Point—Location Probleme zu erzielen. Au-
Berdem kann man mit ihrer Hilfe auch das Strahlverfolgungsproblem fiir vertikal verlaufende
Strahlen in einem Arrangement von Hyperebenen effizient 16sen (vgl. [Ma93]). Fiir unse-
re Problemstellung sind die vertikalen Strahlen jedoch nicht ausreichend. In [AM92] wird
folgender Satz gezeigt:

Fiir eine Menge von n Hyperebenen im IR? kann man in Zeit O(n®+?), (§ > 0
beliebig) eine Datenstruktur aufbauen, so dafi man die von einem Strahl (mit
beliebiger Richtung) zuerst getroffende Hyperebene in Zeit O(log* n) bestimmen
kann.

Dieses oder dhnliche Resultate lassen sich benutzen, um unsere Konstante € zu verbessern.
Alle diese theoretischen Resultate stehen in grassem Widerspruch zu der Tatsache, dafl bisher
kein praktikabler subquadratischer Algorithmus zur Berechnung von ¢4"*(E;, E5) bekannt
ist.

Beim Versuch, den Algorithmus zur Berechnung von t79"$(E}, Ey) auf Rotationen zu iibert-
ragen, stoft man auf das Problem, da8 die rotatorische Bewegung einer Geraden Lg;, im IR?
eine Bewegung des zugehorigen Pliickerpunktes pg, nach sich zieht, die nicht mehr geradlinig
im Pliickerraum verlauft, wie folgende Berechnung zeigt:

Analog zu Gleichung (3.1) ergeben sich die Pliickerkoordinaten pg;(¢) aus den 2 x 2 Unter-

determinanten der folgenden Matrix:

cos € apy +sin ¢ agpe
—sin C Qg1 +COS C Q2
ap cosCai+sinCay —sinCaj+cosCas as o3
by cosCby+sin(by —sin(byi+cosCby b3y |’ Pas(C) = 19
cos € a3 +sin ( agy
| —sin( agg+cos ¢ asy




Kapitel 4

Approximative Algorithmen zur
Kollisionserkennung

In dem vorangegangenen Kapitel standen die theoretischen Resultate fiir effiziente Abstands—
und Kollisionsberechnungen im Mittelpunkt. Die beteiligten Korper wurden durch Poly-
eder und die Bewegungen durch Translationen bzw. Rotationen modelliert. Unter der Ein-
schrankung, dafl jeweils nur ein einzelner Kérper bewegt werden durfte, konnten die notwen-
digen Berechnungen auf die Nullstellenbestimmung von Polynomen kleinen Grades zuriick-
gefithrt werden. Vom praktischen Standpunkt aus betrachtet, ist aber eine effiziente Kol-
lisionserkennung fiir sehr viel komplexere Bewegungen notwendig. Fiir eine realistische Si-
mulation von Bewegungsabldufen in der Robotik mufl man beispielsweise Bewegungen von
gelenkig verbundenen Koérpern betrachten, deren Beweglichkeit von der Art ihrer mechani-
schen Kopplung abhéngt. Da ein Roboter in der Regel aus mehreren Gliedern besteht, die
gleichzeitig bewegt werden konnen, entstehen komplizierte iiberlagerte Bewegungen. Wenn
ein Korper eine gleichférmige, geradlinige Bewegung ausfiihrt, wihrend sich ein zweiter mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse dreht, entsteht als Relativbewegung
bereits eine Spirale. Im Fall von Polyedern mufl man dann zur exakten Ermittlung des er-
sten Kollisionszeitpunktes unter anderem den Schnitt von spiralféormigen Bahnkurven mit
Ebenen berechnen, was nur mittels numerischer Approximation moglich ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, approximative Algorithmen zur Kollisionserkennung fiir kom-
pliziertere Bewegungen als Translationen und Rotationen zu entwickeln. Sie beruhen auf
statischen Abstandsberechnungen und der Bestimmung von Bahnkurvenlingen (siehe Ab-
schnitt 4.2). Um mit Hilfe dieser Algorithmen die Kollisionsfreiheit eines Bewegungsablaufes
zu verifizieren, sind Fehlerabschétzungen fiir die Giite der verwendeten Approximationen er-
forderlich. Indem wir die Bahnkurven der bewegten Objekte durch Interpolationspolynome
annédhern, sind wir in der Lage, a priori Fehlerabschétzungen zu erhalten und die Toleran-
zwerte der Algorithmen festzulegen. Die erzielten Resultate werden wir in Abschnitt 4.3
anwenden, um Kollisionen bei Bewegungsabldufen von Robotern zu erkennen. Um die Ef-
fizienz und damit die praktische Anwendbarkeit der Algorithmen zu steigern, benutzen wir
neben der Polyederbeschreibung einfachere Objekte, die den eigentlichen Korper einhiillen.
Dank dieser Hiillkorper lassen sich viele Abstands— und Bahnkurvenberechnungen einspa-
ren. In Abschnitt 4.1 beschreiben wir, wie man in einfacher Weise optimale Hiillkérper fiir

74
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Polyeder generieren kann.

4.1 Numerische Methoden zur Bestimmung von Hiill-
korpern

Komplizierte Objekte durch einfache Formen zu approximieren ist eine unverzichtbare Maf3-
nahme, um die Detailfiille komplexer geometrischer Szenenbeschreibungen zu bewiltigen.
Fiir viele Algorithmen erweist es sich als giinstig, jedes Objekt in einfachere Korper ein-
zuhiillen.

Fiir das Auftreten einer Kollision zwischen bewegten Objekten ist eine Kollision der zu-
gehorigen Hiillkrper eine notwendige Bedingung. Eine vorgeschaltete Uberpriifung dieser
Bedingung hilft, Berechnungen fiir die eingehiillten Objekte einzusparen, und tragt damit
zur Effizienzsteigerung der Algorithmen bei. Je einfacher die Form der Hiillkérper ist, desto
effizienter verlaufen die Vortests, aber desto grober wird die urspriingliche Form approximiert
und desto geringer ist die Aussagekraft des Vortests. Diesem Trade—off zwischen Einfachheit
der Form und Giite der Approximation kann man begegnen, indem man mit einer immer
exakter werdenden Folge von Hiillkorpern arbeitet.

Als Hiillkorper fiir Polyeder bieten sich zum Beispiel ihre konvexen Hiillen, Quader, Kugeln
oder Zylinder an. In den folgenden Abschnitten wollen wir zeigen, wie man fiir Polyeder auf
einfachem Weg kleinste einschlieende Kugeln, Zylinder und Quader bestimmen kann. Wir
benutzen dazu keine exakten kombinatorischen Algorithmen, sondern ein leicht implemen-
tierbares, numerisches Verfahren, das in allen drei Féllen in der gleichen Weise angewendet
werden kann.

4.1.1 Kleinste einschlielende Kugel

Bei der Berechnung eines konvexen Hiillkérpers fiir ein Polyeder kann man sich darauf be-
schrinken, die Eckpunkte P der konvexen Hiille des Polyeders einzuhiillen.

Um eine Punktmenge P = {p1,P2,...Pn} C R? in eine moglichst kleine Kugel S zu ver-
packen, legt man den Kugelmittelpunkt c so, dafl der grofite Abstand eines Punktes aus P
zu ¢ minimiert wird. r;(c) = |p; — c| bezeichne den Abstand des i-ten Punktes von c. Der
gesuchte Kugelradius r,,;, berechnet sich wie folgt:

Tmin = min r(c), wobei r(c) = max 7;(c)

CEIRB i=1,....,n
Die Funktion r(c) : IR* — IR ist konvex, denn fiir A € [0, 1] gilt:

r(1=Xcy+Acz) < (1=A)r(cy1)+ Ar(ca)
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Beweis: Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle ¢ = 1,... n:

P — (1 =A)er — Acz| = [(1 = A)(pi — 1) + A(pi — c2)|
< (1= N)|pi — c1| + Alp; — c2

= max |p; — (1 — A)cy — Ace|

IN

mac{(1— Vlps — ea] + Alpi — e}

IA

(1 — X\)max |p; — ¢1| + A max |p; — c2|
u

Zur Optimierung von ¢ wollen wir ein numerisches Verfahren einsetzen, das mit einem vorge-
gebenen Wert startet und in iterativer Weise bessere Losungen konstruiert. Solche Verfahren
kénnen jedoch nur lokale Minima finden. In unserem Fall ist wegen der Konvexitét der Ziel-
funktion r(c) aber jedes lokale Minimum auch ein globales Minimum. Folglich werden wir
von jedem beliebigen Startpunkt aus immer ins absolute Minimum gefiihrt.

Wir benutzen den Downbhill Simplex Algorithmus von Nelder und Mead [NM65], weil er ohne
die Berechnung von Gradienten auskommt (r(c) ist nicht differenzierbar!) und besonders
einfach implementiert werden kann.

4.1.2 Kleinster einschlieflender Zylinder

Analog zur numerischen Berechnung der kleinsten einschlieSfenden Kugel wollen wir nun ein
Verfahren entwickeln, das es uns erlaubt, eine vorgegebene Punktmenge P = {p1,p2,...Pn}
in einen moglichst kleinen Zylinder einzuschliefen.
Die Zylinderachse sei durch zwei Punkte a, b beschrieben. Den Abstand des i-ten Punktes
pi von dieser Achse bezeichnen wir mit r;(a, b) und seine Hohe beziiglich der Achsrichtung
mit h;(a,b). Es gilt:
laxb+bXxp;+p; X a|
b —al

pi’ (b —a)

b-a

ri(a,b) =

hz‘ (a, b) =

Auf der Suche nach einem Zylinder mit kleinstmoéglichem Volumen V,,;, haben wir die Zy-
linderachse mit Hilfe der Punkte a und b so zu wéhlen, daf§ folgender Ausdruck minimiert
wird:

Viin = min_V(a,b), wobei
a,beﬂ:{3
V(a,b) = min r*(a,b) h(a,b) mit
a,beﬂ:{3

h(a,b) = maxh;(a,b) — minh;(a,b)

T(&, b) = maxri(a7 b)
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Die zu minimierende Funktion ist hier leider nicht konvex. In Abhéngigkeit vom Startwert
wird uns eine iterativ arbeitende numerische Minimumsuche zu unterschiedlichen lokalen
Minima fithren. Deshalb beginnen wir die Suche nach dem absoluten Minimum von vielen
unterschiedlichen Startpunkten aus, in der Hoffnung, auch einmal zum absoluten Minimum
zu gelangen. Hier stellt sich natiirlich sofort die Frage nach geeigneten Startwerten.
Zunéchst einmal stellt man fest, dal man bei der Spezifikation der Zylinderachse mit weniger
Parametern auskommt als durch die kartesischen Koordinaten der Punkte a und b gegeben
sind, denn eine Gerade im IR?® besitzt nur 4 Freiheitsgrade. Wir legen sie dadurch fest, daB
wir die Punkte a und b auf der Oberfliche einer Kugel S wahlen, die P umschlieit. Das ist
natiirlich nur dann gerechtfertigt, wenn wir sicher sein konnen, dafl die Achse eines kleinsten
einschlieenden Zylinders diese Kugel schneidet.

Lemma 4.1 Fiir eine Punktmenge P sei C,,;, ein Zylinder kleinsten Volumens mit der
Figenschaft P C Chuyn. Gleichzeitig ser S D P eine einhiillende Kugel fiir P. Es gilt: Die
Gerade, die der Zylinderachse von C,,;, entspricht, schneidet S.

Abbildung 4.1: Zylinderachse von C,,;, schneidet S

Beweis: Der Radius r¢,,,, des Zylinders ist nicht grofler als der Radius rg der Kugel.
Angenommen die Zylinderachse schneidet S nicht, so entsteht bei einer Projektion der Sze-
ne auf eine Ebene senkrecht zur Achsrichtung die in Abbildung 4.1 dargestellte Situation
(SN Cpin # 0 und r¢,,,, < rg). Man erkennt, daf8 sich in einfacher Weise ein Zylinder C'
mit kleinerem Radius und damit mit kleinerem Volumen konstruieren 14t, der P enthélt
(P C (SN Chin) C C) und dessen Achse parallel zur Achse von C,,;, verlduft. Das ist ein

Widerspruch zur Wahl von C,,,;,. [

Zur Spezifikation der Punkte a und b auf der Kugeloberfliche von S benutzen wir Kugelko-
ordinaten. c¢ sei der Kugelmittelpunkt und rg der Kugelradius. Dann ist

sin 4, cos @, sin 1, cos vy,
a=c+rg| sind,sing, |, b=c+rg | sind,siny,
cos v, cos Uy
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Damit ist die Funktion V(a,b) = V(9,, @4, Up, pp) nur noch abhéngig von 4 Parametern,
und es gilt:

me = miﬂ{v(ﬂm%@a,ﬁb, Q)Ob) | 79(171917 € [077T]790a7 ©b € [0727T]}

Wiéhlt man S als die kleinste einschlieende Kugel fiir P, so ist der Suchraum fiir die Zylin-
derachse in sinnvoller Weise eingeschriankt. Bei der numerischen Minimumsuche kann man
zum Beispiel mit zufélligen Quadrupeln von Winkeln als Startwerten arbeiten und unter
den gefundenen Minima dasjenige mit kleinstem Funktionswert als Approximation fiir das
absolute Minimum benutzen.

Bei der obigen Formulierung des Problems ist der Suchraum fiir die Zylinderachse 4-dimensio-
nal, entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade einer Gerade im IR®. Die nun folgende Formu-
lierung unserer Minimierungsaufgabe reduziert die Dimension des Suchraums auf zwei:

Sei d eine zunéchst feste Raumrichtung. Mit V' (d) wollen wir das Volumen des minimalen,
die Punktmenge P umschlieenden Zylinders bezeichnen, dessen Achsrichtung parallel zu d
liegt. Projizieren wir P auf eine Ebene senkrecht zu d, so verlauft die Achse des Zylinders
mit kleinstem Radius gerade durch den Mittelpunkt des kleinsten einschliefenden Kreises
der projizierten Punktmenge. Dies ist dann auch der Zylinder mit kleinstem Volumen, da
die Zylinderhohe h(d) bei fester Achsrichtung invariant ist. Es gilt:

V(d) = r*(d)h(d) mit
h(d) = max d’p; — miin d’p;
(d)

r?(d) = min max(c; —dy p;)® + (c2 — da’p;)? , wobei

celR?
d,d;, ds ein Orthonormalsystem bilden

Den kleinsten einschlieBenden Kreis konnen wir leicht mit der in Abschnitt 4.1.1 vorgestellten
Methode berechnen. Es bleibt also nur noch die optimale Wahl der Achsrichtung d. Wie oben
benutzen wir den Polarwinkel ¥4 und den Azimut ¢, zur Richtungsangabe und erhalten
d = (sin 9, cos g, sin ¥y sin @4, cos ¥q)T. Die Funktion V(d) = V (84, p4) ist somit nur von 2
Parametern abhéngig, und es gilt:

) s
Vinin = min{V (94, q) | ¥4 € [0, 5],<pd € [0,2n]}

Auch hier miissen wir wegen der Existenz lokaler Minima der Funktion V' (d4, ¢4) von hin-
reichend vielen Startwerten ausgehen, um das absolute Minimum zu finden. Die Startwerte
(Y4, ¢q) kann man im Bereich [0, 7] x [0, 27] systematisch wéhlen oder auch wiirfeln.

Bemerkungen:

Bei einer Implementierung schnitt die Variante der Minimumsuche im 4-dimensionalen
Raum gegeniiber der zuletzt vorgestellten beziiglich der Laufzeit besser ab. Dies ist dar-
auf zuriickzufithren, dafl im letzteren Fall eine Funktionsauswertung, die der Berechnung des
kleinsten einschlieBenden Kreises entspricht, relativ teuer ist, wenn man den numerischen
Algorithmus von [NM65] benutzt. Besser wére es, einen kombinatorischen Algorithmus zu
diesem Zweck einzusetzen.



4.1 Numerische Methoden zur Bestimmung von Hiillkorpern 79

Zur Berechnung der kleinsten einschlieBenden Kugel bzw. des kleinsten einschlieenden Ellip-
soides existieren effiziente kombinatorische Algorithmen: In [We91] wird ein randomisierter
Linearzeitalgorithmus fiir diese Problemklasse beschrieben, dessen inkrementelle Vorgehens-
weise sich aber nicht auf unser Problem des kleinsten einschliefenden Zylinders anwenden
1aBt.

Anstatt kleinste einschlieBende Korper fiir ein Polyeder zu suchen, kann man auch grofite
eingeschlossene Korper berechnen. Sie sind dann besonders niitzlich, wenn man einfache
hinreichende Kriterien fiir das Auftreten von Kollisionen benétigt. Fiir ein konvexes Polyeder
kann man zum Beispiel eine grofite eingeschlossene Kugel wie folgt finden:
Tmaz = maX3 m@in(nio - niTc)
ce
= — min max(n;’ ¢ — ny)

3
CE]:R, v

Dabei sei das Polyeder als Schnitt von Halbriumen gegeben: N;{x|n;7x < n,}. Ebenso wie
bei der Berechnung der kleinsten einschlieBenden Kugel ist auch hier die zu minimierende
Funktion konvex. Daher kommt eine Minimumsuche auf numerischem Weg mit einem Start-
wert aus. Aufgrund der Linearitét 148t sich dieses Problem aber auch als einfaches Lineares
Programm fester Dimension formulieren:

max r, sodaB Vi: mni—mlc>r

Dafiir sind sowohl deterministische [Me83] als auch randomisierte [Se91] Linearzeitalgorith-
men bekannt.

4.1.3 Kleinster einschlielender Quader

Als néichstes wollen wir die Punktmenge P = {p1,p2,...Pn} in einen Quader B kleinsten
Volumens einschliefen. Wenn wir die Orientierung der Achsrichtungen fixieren, kénnen wir
die Position des gesuchten Quaders leicht bestimmen. d;, ds und dg bezeichnen im folgenden
die paarweise senkrechten Richtungen der Achsen:

3
V(d1> d27 d3) = H (maX diji - min d_]Tpl)
i i i

Die Achsrichtungen konnen wir mittels dreier Winkel spezifizieren. d; erhdlt man durch
drei sukzessive Rotationen des j—ten Einheitsvektors e; um die Koordinatenachsen. Dabei
dreht man zunéchst um den Winkel o um die e;-Achse, dann um den Winkel 5 um die
e2-Achse und schliefilich um den Winkel v um die eg-Achse. Die Spalten der zugehorigen
Rotationsmatrix R(«, ,7) entsprechen den Achsrichtungen d;:

cosy —siny 0 cosf 0 sinf 1 0 0
siny cosy O] - 0O 1 0 -1 0 cosa —sina | =
0 0 1 —sin 0 cosf 0 sina cosa

cosy cos 3 cosysin Fsina — siny cos a cosy sin 3 cos a + sin vy sin «
siny cos 3 sinysin §sin a + cosy cos ¢ sin~y sin 3 cos a — cos 7y sin «
—sin 3 cos 3 sin « cos (3 cos
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Da [d;,d2,ds] = R(a,3,7) ist, hingt das Volumen des Quaders nur noch von den drei
Eulerwinkeln ab, und es gilt:

Viin = min{V(«, 3,7)|a, 8,7 € [0, 27]}

Um das absolute Minimum der Funktion V (¢, 3, v) zu finden, miissen wir, wegen der Existenz
lokaler Minima, mit mehreren Startwerten bei der numerischen Minimumsuche beginnen.

4.2 Kollisionserkennung fiir komplexe Bewegungsab-
laufe

Bisher haben wir nur Kollisionserkennung fiir translatorische und rotatorische Bewegungen
betrachtet. Dies ist insofern gerechtfertigt, als dafl sich jede Bewegung eines starren Korpers
durch eine geeignete Folge von Translationen und Rotationen beliebig genau approximieren
168¢t, weil diese beiden elementaren Bewegungsformen gerade die 6 benétigten Freiheitsgrade
zur Verfiigung stellen. Um eine hinreichend genaue Approximation einer gegebenen Bewe-
gung zu gewéhrleisten, mufl man in der Regel jedoch sehr kleine Schrittweiten wihlen. In
einer solchen Situation wiirde die Kollisionserkennung sehr ineffizient arbeiten, wenn sie fiir
jeden Teilschritt einen kompletten Kollisionstest fiir eine Translation bzw. Rotation benutzen
wiirde. Hier sind Einsparungen erforderlich.

Wenn das bewegte Objekt noch weit von den Hindernissen entfernt ist, kann ein kleiner,
rdumlich begrenzter Bewegungsschritt nicht die Gefahr einer Kollision heraufbeschworen.
Erst in der Summe konnen die einzelnen Bewegungsschritte das Objekt so nah an ein Hin-
dernis heranbringen, dafl fiir den weiteren Verlauf der Bewegung eine Kollision nicht mehr
auszuschlieflen ist. Aus dieser Sicht heraus erscheint folgende Vorgehensweise verniinftig:

Man berechne die kiirzeste Entfernung r eines bewegten Objektes P zu einem
Hindernis @. Solange sich kein Punkt p € P von seinem Ausgangspunkt um
mehr als r entfernt hat, besteht keine Moglichkeit des Zusammenstofles. Es kann
erst dann zu einem kritischen Moment kommen, wenn es einen Punkt p € P
gibt, dessen Abstand vom Ausgangspunkt den Wert r erreicht. Erst dann muf3
die entstandene Situation neu eingeschétzt werden.

Im folgenden diskutieren wir dieses einfache Prinzip genauer. Wir beginnen mit einer De-
monstration des Verfahrens an einem 2-dimensionalen Beispiel.

Ein einzelner Punkt p beginne seine Bewegung zum Zeitpunkt ¢y und durchlaufe die Bahn-
kurve p(t). Wir fragen uns, ob er seine Bewegung ausfithren kann, ohne mit einem stationéren
Hindernis ) zusammenzustoflen.

Anhand von Abbildung 4.2 erlautern wir nun die oben skizzierte Methode:

Zu Beginn berechnet man den Abstand r des Punktes p(ty) zum Hindernis @
und schligt um den Startpunkt p(to) einen Kreis mit Radius r. Erst wenn die
Bahnkurve p(t) diesen Kreis verlafit, berechnet man den Abstand zum Hindernis
neu und setzt das Verfahren in dieser Weise fort.
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Beobachtung 4.2 Je mehr sich der Punkt p dem Hindernis () ndhert, desto dfter miissen
Abstandsberechnungen durchgefiihrt werden. Dies steht im Finklang mit der Intuition, dafs
man mit geringer werdendem Abstand zum Hindernis auch “vorsichtiger” agieren mufs.
Solange die Bahnkurve p(t) dem Hindernis nicht allzu nahe kommt, ist die beschriebene
Methode bestens geeignet, die Kollisionsfreiheit einer Bewegung zu verifizieren. Wenn aber
ein Schnitt der Bahnkurve mit dem Hindernis existiert, werden kurz vor der Kollision die
Abstiande in immer kiirzeren Zeitintervallen bestimmt. Auf diese Weise wird der Kollisions-
zeitpunkt beliebig genau approximiert. In diesem Fall benutzen wir als Abbruchkriterium,
daf} die Bewegung stoppt, wenn der momentan berechnete Abstand einen Toleranzwert EPS
unterschreitet.

Abbildung 4.2: Approximativer Kollisionstest fiir die Bewegung eines Punktes

Der folgende Algorithmus prézisiert das oben vorgestellte Verfahren:

r < d(p(to), Q(to));

while r > EPS

do
to — min{t, > to|[p(t1) — p(to)| = 7}
r < d(p(to), Q(to));

od

stop

Der zentrale Punkt dieses Algorithmus ist die Berechnung des Minimums min{¢; >, | |p(t1)—
p(to)| > r}. Je nach Form der Bahnkurve p(¢) kann dies erhebliche numerische Probleme
aufwerfen, denn man hat es hier im wesentlichen mit einer Nullstellenbestimmung zu tun.
Ein Ausweg aus dieser Lage bietet folgende Alternative: Anstatt die Distanz zwischen p(t;)
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und p(tp) “Luftlinie” zu messen, kann man auch die Linge des tatsdchlich zuriickgelegten
Weges benutzen, auf dem sich der Punkt p im Zeitintervall [to, t;] bewegt hat. Diese Lénge
ist gleich dem Integral iiber den Betrag der Bahngeschwindigkeit von p. Es gilt:

Oldt > | [ "b(tyit| = Ip(t) - pito)

Aufgrund dieser Ungleichung darf man im obigen Algorithmus das Minimum auch durch
min{t; > to| f,' |P(t)|dt > r} ersetzen, ohne die Korrektheit zu verletzen. Die Berechnung
dieses Integrals ist im allgemeinen numerisch gutartiger als die Bestimmung von Nullstellen.
Im allgemeinen miissen jedoch die Abstdnde haufiger neu berechnet werden.

Diese generelle Methode 148t sich nicht nur bei der Bewegung eines punktférmigen Objektes
in Anwesenheit eines stationédren Hindernisses anwenden. Sie ist auch auf die Situation iibert-
ragbar, in der sich zwei starre Korper gleichzeitig bewegen. Grundlage dafiir ist folgendes
Lemma:

Lemma 4.3 Fir zwei starre Korper P und @), die sich zum Zeitpunkt to nicht schneiden,

gilt.‘ t1 t1
max [ |B(2)| di -+ max [ Ja(0)|di < 3(P(ta). Q(t0)
= max[p(t,) — p(to)| + max|q(ts) — q(to)| < 3(P(to), Qto))

— Pt1)NQ(t) =0

Beweis: Die erste Folgerung ist klar. Zum Beweis der zweiten zeigen wir, dafl
Vpe P,qe @ :|p(t) —q(ty)] > 0.

Ip(t1) —a(t)| = [p(t1) — p(to) +P(to) — alto) + alto) — a(t1)]
> |p(to) — q(to)| — [p(t1) — p(to) + alte) — a(t1)]
> §(P(to), Qo)) — (Ip(t1) — p(to)| + la(ty) — alto)]) >0

| < max|p(t1) p(to)|
(

da  |p(t1) — p(to
( | < maX\Q(tl) q(to)|

)
und |q(t1) — q(to)
]

Die Verwendbarkeit des Lemmas héngt davon ab, wie leicht das Maximum max,ep d(p, to, t1)
bestimmt werden kann. Als Funktion d(p, to, t1) wahlen wir entweder

p(t1) — plto)|  oder /tt 1B(#)] d.

Wenn die betrachteten Kérper Polyeder sind, brauchen wir die Maxima nicht iiber die ge-
samte Punktmenge zu bilden. Wir diirfen uns auf die Menge ihrer Eckpunkte beschréanken,
weil die Eckpunkte bei einer Bewegung den grofiten Weg zuriicklegen, wie folgendes Lemma
zeigt:
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Lemma 4.4 Fir jeden Punkt p eines Polyeders P mit der Eckenmenge Vp = {p1,...,Pi, .-}
qilt:

d(p7 th tl) S max d(pi7 th tl)
Beweis: Vp € P J\;, > 0mit Y, \; =1, so dall p = X, \;p;. Daraus folgt:

d(pat07t1) = d(z)\ipiathtl>
S Z)\id(piat0>tl)

< max d(p;, to, t1) - Y N\

i
|

In Abbildung 4.3 ist dieser Sachverhalt im zweidimensionalen fiir ein bewegtes Polygon P(t)
und ein stationéres Hindernis @ skizziert. Solange sich kein Eckpunkt von P von seinem Aus-
gangspunkt um r = §(P(tg), Q(to)) entfernt, kann es zu keiner Kollision mit dem Hindernis
() kommen.

Abbildung 4.3: Approximativer Kollisionstest fiir die Bewegung eines Polygons

Fir die gleichzeitige Bewegung zweier Polyeder P(t) und Q(t) erhalten wir somit folgenden
Algorithmus:
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r— 6(P(to), Q(to));
while r > EPS
do

to — minit, > to | maxd(p, to, t1) + gg@gd(q, to, t1) > 1}

r— 0(P(to), Q(to))
od;
stop

Wie bereits erwihnt, 1a8t sich das Minimum min{t; > to || max,ecy, d(p,to, 1) + max,ey,
d(q,tg,t1) > r} nur bei sehr einfachen Bahnkurven exakt ermitteln. Wenn P und @ nur
Translationen oder Rotationen ausfithren — wie in den vorangegangenen Kapiteln angenom-
men — la8t sich das gesuchte Minimum als Losung einer linearen Gleichung ermitteln, vor-
ausgesetzt man benutzt die Bahnkurvenlinge [ [p(¢t)|dt fiir die Funktion d(p, to,t;). Die
Verwendung von |p(¢;) —p(to)| kann bereits zu Gleichungen fiihren, die nur numerisch gelost
werden konnen. Deshalb miissen wir in der Regel mit Néherungen arbeiten. Dann ist es be-
sonders wichtig, die Giite der Ndherung zu kennen. Ein systematischer Weg zur Approxima-
tion besteht darin, die vorliegende Bahnkurve v (t) stiickweise durch Interpolationspolynome

v*(t) anzunéhern.

Beginnend vom Zeitpunkt ¢, betrachten wir nacheinander kleine Zeitintervalle I; der Lange
At. Wihrend jedes solchen Intervalls interpolieren wir die i-te Koordinatenfunktion v;(t) der
Bahnkurve mit einem Polynom v} (¢) vom Grad k—1. Dazu unterteilen wir jedes Zeitintervall
I; dquidistant durch k Stiitzstellen. Bei Verwendung der Newton’schen Interpolationsmetho-
de gilt im Intervall /; fiir den Fehler der n-ten Ableitung der Bahnkurve (vgl. [Ra86)):

—-0;(T)

dt*

ﬂ .(t)_d_n *(t) < #m X
R TR I e T

Vtel, Athn (4.1)

Diese Abschitzung des Interpolationsfehlers ist sehr hilfreich fiir die weiteren Betrachtungen.
Zuerst beschéftigen wir uns mit der Approximation von

min{t, > to| max [p(t) — p(to)| + max|q(t1) — a(to)| > r}.
peVp qeVy

Dazu untersuchen wir die Bahnkurven der Polyedereckpunkte in aufeinanderfolgenden Zeitin-
tervallen /; der Lange At. Wahrend jeder Zeitspanne [; gelte fiir alle Eckpunkte v € VpUVj,
daB maxer, [v*(t) — v(t)| < e(At) ist. Wir méchten die Bewegung stoppen, bevor die
Moglichkeit einer Kollision gegeben ist. Dabei diirfen wir den Interpolationsfehler e; nicht
vernachlassigen.
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J <0
repeat
J—J+1L
I; — [to+ (7 — 1)At, to + jAL];
forall v.e Vp U Vg
do d(v) « ItIéE}JX |v*(t) — v(to)| od

until max d(p) + maxd(q) > r — 2¢y; (4.2)
qeVy

pEVP

tr —to+ (1 — DAL

Um eine geeignete Schrittweite At zu wéhlen, schitzen wir den Interpolationsfehler e; (At)
mit Hilfe von Ungleichung (4.1) ab:

V)~ V()] < VB max [uf(1) — wi(t)
V3

— Imax
k! TEto,t1]

dk
zﬁM%Aﬁ (4.3)

Wenn wir die Bahnkurven linear interpolieren, also k = 2 setzen, wird €;(At) durch die
maximal auftretenden Bahnbeschleunigungen || bestimmt und fillt quadratisch mit ab-
nehmender Schrittweite At. Im Fall der linearen Interpolation ist die Bestimmung von
maxyey, [V*(t) — v(to)| trivial und der obige Approximationsalgorithmus fiihrt zu einer ein-
fachen Abtastung der Bahnkurven in Zeitabstdnden At. Das Kriterium fiir den Abbruch
lautet: Je ein Eckpunkt von P und ) haben sich zusammen um mehr als » — 2¢; von ihren
Ausgangspunkten entfernt. Bei quadratischer Interpolation (k£ = 3) mufl man zur Berechnung
von maxey, |v*(t) — v(to)| bereits eine quadratische Gleichung lsen.

Als Alternative betrachten wir nun die Approximation von

mmnzmmwfﬂmmﬁ+mm/ﬂmmﬁz@.
PeEVP Ji qa€Vq Jtg

Bei komplizierteren Bewegungen werden wir die Bogenlénge fti)l |V (t)| dt der Bahnkurven
nicht analytisch berechnen kénnen. — Die Bogenlédnge einer Ellipse fiihrt bereits auf ein el-
liptisches Integral, das sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken 148t. — Deshalb
sind wir auch hier auf numerische Methoden angewiesen. An dieser Stelle konnten wir auf
die Standardmethoden der numerischen Quadratur zuriickgreifen, um die Funktion |[v(¢)]
zu integrieren. Wir kénnten zum Beispiel einfach die Trapez— oder die Kepler’sche Regel
verwenden. Dagegen spricht zum einen die Notwendigkeit einer schnellen Auswertung des
Integranden |V(t)| an den Stiitzstellen und zum anderen die Schwierigkeit, eine verniinftige
Fehlerabschétzung zu gewinnen. Um den Fehler durch eine geeignete Wahl der Schrittwei-
te a priori beschrianken zu kénnen, mufl man hohere Ableitungen des Integranden kennen,
deren Abschéitzung in der Regel nicht praktikabel ist. Deshalb schlagen wir den selben Weg
wie oben ein: v*(t) bezeichne wieder das stiickweise definierte Interpolationspolynom fiir
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die Bahnkurve v(t). Wéhrend jedes Zeitintervalls [; der Lénge At sei der Approximations-
fehler fiir die Bogenlénge der Bahnkurven aller Eckpunkte v € Vp U Vi beschrankt durch

Lf V@)l dt = [ [v(0)] dt’ < e9(At). Dieser Fehler summiert sich fortlaufend und mufl des-
alb fiir die Approximation des gesuchten Zeitpunkts ¢; beriicksichtigt werden.

forall ve VpU Vg

do d(v) «+ 0 od;

J < 0;

repeat
Je=J+1L
Ij — [to+ (j — 1)At, 1o + jAL;
forallv e Vp UV
cmawHaw+Awwmﬁm;

i >r — 2jég; 4.4
until i%%/fd(m—i_fl%%d(q)—r 2j€; (4.4)

t1 —to+ (j — )A€

Wir wollen wieder den durch die Interpolation bedingten Fehler e;(At) abschitzen:

[ wlae= [ ol | - /tt (¥ ()] — [¥(8)]) dt

to to

< [Tl el < [ - vl

Aufgrund von Gleichung (4.1) ist der Fehler |0 (t) — v;(t)| wéahrend jedes Zeitintervalls I;
beschrankt durch

: : bl ! - k—1
e e S Al A
Daraus folgt:
t1
|V*(t) - \.f(t)l dt = Z |\‘,*(t) _ \./(t)| dt
to 7 Ij
S?L@gymwwwm
< \/32/ # max d_kv(,]_) Atk_ldt
B = J1; (k= 1)l relto.nn] | dt*
V3 d* -
< (k—1) Itk B - .
= (k—1) Té%%?fl] dth(T) At (t — to) (4.5)

Dieser Fehlerterm enthélt zwar auch hohere Ableitungen, aber dies sind die Ableitungen
der Bahnkurve v(t) selbst und nicht die der Funktion |[¥(¢)|, was eine grofie Vereinfachung
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darstellt, wenn man a priori Fehlerabschétzungen sucht. Auflerdem wird die Berechnung der
Bahngeschwindigkeit v(t) tiberfliissig.

Leider ist die Anwendbarkeit unserer Methode auf die Félle linearer und quadratischer In-
terpolation der Bahnkurve beschréankt, weil sich bereits die Bogenlédnge kubischer Polynome
im allgemeinen nicht explizit berechnen l&8t. Im Fall der linearen Interpolation (k = 2) wird
die Bahnkurve durch einen Polygonzug approximiert. Benutzt man pro Zeitintervall k£ = 3
Stiitzstellen, so besteht die Approximation aus einer Menge von Parabelstiicken. Um die
Bogenldange dieser Stiicke zu bestimmen, betrachten wir drei aufeinanderfolgende Punkte:

At

v(=4t) = a, v(0) = b und v(§!) = c. Die interpolierende Parabel und ihre Ableitung

haben dann d1e folgende FOI'I’HI
V() = b+ (c—a)-— + (2a—4b+2c)()’
(t) (c—a)z +( C)(ﬁt)

. 1 t
vi(t) = E(4(a—2b+c)E+c—a)

Fiir die Bogenlédnge dieser Parabel gilt:
el L 1
/ L lde = / (a=2b+c)a+5(c—a)d
_At -1
2

2 B+a

1 /1 -
= ﬁ/_l\/(ax+ﬁ)2+v2dx=7— . Y1422z

aya
= QJ;a[zv1+z2+ln(z+v1+z2)]
mit o = (a—2b+c)®#0,
g = %(c—a)T(a—2b+c),
1
5|

3+a

S
B-a
5

v = =|[(c—a)x (a—2b+c)|.

Falls o = 0 ist, sind a, b und ¢ kollinear, und die gesuchte Bogenléinge ist einfach |c — a|.

4.3 Kollisionserkennung fiir Roboterbewegungen

Ohne zu tief in die Kinematik von Robotern einzusteigen, wollen wir die Tragfdhigkeit unserer
Methode aus Abschnitt 4.2 zur Approximation von Bahnkurven exemplarisch fiir einfache
Bewegungen eines Roboters mit n Gelenken untersuchen. Dadurch wird deutlich werden, wie
sie eingesetzt werden kann.

4.3.1 Kinematik eines Roboters

Im Gegensatz zur freien Bewegung starrer Korper ist die Beweglichkeit der einzelnen Glieder
eines Roboters eingeschréinkt. Sie kénnen sich nicht unabhéngig voneinander bewegen, son-
dern sie sind durch Gelenke bzw. Lager miteinander verbunden. Diese Verbindungen kénnen
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translatorischer oder rotatorischer Natur sein und besitzen in der Regel genau einen Frei-
heitsgrad. Die einfachste Form der Anordnung von Gliedern und Gelenken besteht aus einer
offenen Kette: Fir ¢ = 1,...,n ist Glied (i —1) durch ein Gelenk mit Glied ¢ verbunden.
n bezeichnet die Zahl der Gelenke. Das 0-te Glied der Kette sei fest montiert und das n-te
Glied trage den Effektor, z.B: eine Greithand. Damit ein solcher Roboter seine Hand im
Rahmen seiner Reichweite iiberall in jeder gewiinschten Orientierung positionieren kann,
braucht er mindestens 6 Freiheitsgrade. Der 6—Gelenk—Roboter aus Abbildung 4.4 besitzt
diese Eigenschaft. All seine Gelenke sind einfache Drehgelenke.

Abbildung 4.4: Koordinatensysteme eines 6-Gelenk—Roboters

Um Positionen und Orientierungen der Roboterglieder (und davon abgeleitete Grofien, wie
Geschwindigkeiten) elegant beschreiben zu kénnen, ordnet man jedem Glied ein eigenes Ko-
ordinatensystem zu und bestimmt Transformationsmatrizen T, die den Ubergang vom i-ten
zum (i—1)-ten Koordinatensystem beschreiben. (Ublicherweise entsprechen die Gelenkachsen
den ez—Achsen dieser Koordinatensysteme.) Die Zuordnung der Koordinatensysteme zu den
einzelnen Gliedern kann anhand der Lage der Gelenkachsen so geschehen, daf vier Parameter
zur Spezifikation einer Matrix T; geniigen: die Lange [;, die Verdrehung «;, die Verschiebung
d; des Gliedes i, sowie der Gelenkwinkel ¢; (sieche Abbildung 4.5). Diese Grofien sind unter
dem Namen Denavit—Hartenberg—Parameter bekannt. Bei einem translatorischen Gelenk ist
die Verschiebung d; die variable Gréfle, bei einem Drehgelenk der Gelenkwinkel ;.

Die Tranformationsmatrix T; ergibt sich durch Hintereinanderausfithrung von Drehungen
und Verschiebungen, die das (i —1)-te Koordinatensystem in das i—te iiberfithren (siehe
[Cr89], Kapitel 3).

1)

e Drehung um die Achse e(li_ um den Winkel o;

e Verschiebung entlang der Richung e(li_l) um [;
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Achse (i—1)

1)

Abbildung 4.5: Denavit—Hartenberg—Parameter

e Drehung um die Achse eg) um den Winkel ¢;
e Verschiebung entlang der Richung eg) um d;

Als Ergebnis erhilt man:

1 0 0 0
T — l; COS (p; —sin ; 0
! —sin ayd; cos q;sin p; cos a;cos ; —sin o

cos a;d;  sin q;sin ; sin q; cos p;  Cos oy

Fiir die homogenen Koordinaten eines Punktes beziiglich des (i—1)—ten und des i—ten Ko-
ordinatensystems gilt

dh. p@ = J]Tip™.
=1

Dabei entspricht das 0-te Koordinatensystem dem Weltkoordinatensystem.

4.3.2 Fehlerabschitzungen bei der Approximation von Bahnkur-
ven

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es giinstiger, von den homogenen zu den kartesischen
Koordinaten iiberzugehen. Die Denavit-Hartenberg—Matrix T} ist von der Form

10 00

. T o
s R, mit Ry R; =1
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Deshalb gilt fiir die kartesischen Koordinaten:

p(i_l) = Rip(i)—l—si fiir 1=1,...,n,

dh. p=p@® = Z H R;sit1 mit sppq = p™. (4.6)

i=0 j=1

Um unser Beispiel weiter zu konkretisieren, nehmen wir an, daf§ unser Roboter nur rota-
torische Gelenke besitzt. In diesem Fall sind nur die Gelenkwinkel ¢; variabel, die {ibrigen
Parameter [;,c;; und d; sind konstant. Die Gelenke sollen sich unabhéngig voneinander, aber
gleichformig bewegen. Das heifit: ;(t) = w; t + ¢;. Die dabei auftretenden Winkelgeschwin-
digkeiten w; sollen einen Maximalwert w,,q, nicht iiberschreiten.

Unser Ziel ist es, den Approximationsfehler fiir die Bogenldnge der Bahnkurven abzuschétzen,
die bei dieser Form der Roboterbewegung entstehen. Dazu greifen wir uns einen Punkt
p™ heraus, der auf dem n-ten Glied des Roboters liegt. Gleichung (4.6) beschreibt seine
Bahnkurve in Weltkoordinaten. Geméfl Gleichung (4.5) sind die héheren Ableitungen der
Bahnkurve wesentlich fiir das Fehlerverhalten unserer Approximation.

Lemma 4.5

dk n .
Sl < whu > sl
=1

Beweis: Aus Gleichung (4.6) folgt:

dk n i
Pl ‘ Z H )| lsiea
Dabei steht ||.|| fir die zur euklidischen Vektornorm |.| gehorige natiirliche Matrizennorm.

Diese Norm angewendet auf eine orthonormale Matrix ergibt den Wert 1. R; ist ein Produkt
zweier orthonormaler Matrizen, und zwar ist

1 0 0 cos(w;t + ¢;) —sin(w;t + ¢;) 0
Ri(t) = | 0 cosa; —sinay; |- | sin(wjt +¢;) cos(w;t+¢;) 0
0 sina; cosa; 0 0 1
dl
— | &R0 =l v

dTIZ [T:_; R;(t) besteht aus i* Summanden der Form ]_[;-:1 %Rj (t) mit >°; k; = k. Deshalb

[ ] =
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4.3.3 Ein Beispiel

Wir betrachten den 6-Gelenk Roboter aus Abbildung 4.4 mit den folgenden Denavit—Harten-
berg—Parametern:

; l; bi d;
0°10.00 0° 1 0.00
—90° | 0.00 | 300° | 0.00
0°10.70 | 110° | 0.00
90° | 0.00 0°10.49
—90°10.00 | 20°10.00
90° 1 0.00 | 40°|0.00

DD UL W N M~

Wir wollen die Bahnkurve des Greifpunktes p verfolgen. Beziiglich des 6-ten Koordinaten-
systems lauten seine Koordinaten p(® = (0.01,0,0)".

Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Algorithmen zur Kollisionserkennung kénnen kompli-
ziertere Bewegungsgleichungen wie (4.6) nicht direkt benutzen. Statt dessen interpolieren sie
die Bahnkurve stiickweise mit Polynomen p*(¢) (kleinen Grades). Fiir unsere Algorithmen
war zum einen der Interpolationsfehler €; = maxycp, +,) [P*(t) — p(t)| von Bedeutung, zum
anderen der Fehler fiir die approximierte Bogenlénge e, = | f;* |[p*(t)| dt — [ [P(t))| dt‘. Wir
wollen €; exemplarisch fiir die lineare Interpolation abschitzen und e, fiir die quadratische,
wobei wir eine Schrittweite von At annehmen.

Aoz = Wmae At bezeichne den grofiten Winkelvorschub wihrend eines Zeitintervalls der
Lénge At. Mit Hilfe von Lemma 4.5 und den Gleichungen (4.3) und (4.5) erhalten wir:

V3 6

€ = 7At2wiaxzi2|5i+1|

=1
3
= gAgoimx (2%l + 3%ds + 6|p))
~ 6.6A¢7,,
\/3 6

€ = 7At3wiaxzi3|51+1|

=1
3
- gmpi”m (215 + 3%y + 6°|p))
18.2A¢2

Q

Dieses Ergebnis zeigt, dafl sich die Interpolationsfehler gutartig verhalten. Wir haben da-
bei vorausgesetzt, dafl die Bewegungen der Roboterglieder kontinuierlich verlaufen und im
Konfigurationsraum (der Gelenkwinkel) stiickweise linear sind. Auflerdem haben wir ange-
nommen, dafl eine Obergrenze fiir die Winkelgeschwindigkeiten der Gelenke w;,,, existiert.
€1 stellt eine a priori Abschitzung fiir den Interpolationsfehler dar, der ensteht wenn man die
exakte Bahnkurve mit Hilfe von Geradenstiicken interpoliert. Wenn durch die Diskretisierung
die Zeitintervalle so klein gewéhlt werden, dafl die Gelenkwinkel&inderungen pro Zeitintervall



92 4 Approximative Algorithmen zur Kollisionserkennung

hochstens A@par = Wimae At betragen, so fillt €; quadratisch in Ag,,q.. Der Approximati-
onsfehler €, fiir die Bahnldngenbestimmung mit quadratischer Interpolation sinkt sogar in
der dritten Potenz in Ap,qz-

Mit Hilfe dieser Methode konnen die Interpolationsfehler €; und e;, die in den Algorith-
men (4.2) und (4.4) zur Kollisionserkennung zu beriicksichtigen sind, fir jedes Glied di-
rekt bestimmt werden. Wie das Beispiel und Lemma 4.5 zeigen benétigt man dazu nur
die Denavit-Hartenberg—Parameter und den grofiten Abstand, den ein Punkt des jeweiligen
Gliedes zum Gliedkoordinatensystem hat.



Kapitel 5

Systembeschreibung

Unser System zur Interaktiven Montagesimulation ist als Teil eines komplexen CAE-Systems
(computer—aided engineering) konzipiert. In einem CAE-System vollzieht sich die Herstel-
lung eines Produktes in mehreren aufeinanderfolgenden Stufen: dem Entwurf (CAD), der
Produktionsplanung (CAP), der Fertigung (CAM) und der Qualitétspriifung (CAQ). In
diesem Schema ist unser System unmittelbar nach dem Entwurf anzusiedeln und als Vor-
bereitung fiir die Produktionsplanung gedacht. Es dient dem Zweck, Bewegungsablaufe bei
Montageprozessen zu simulieren, um dadurch die grundsétzliche Durchfiihrbarkeit der Mon-
tage eines Produktes unter Beweis zu stellen und dabei Montagepldne zu erstellen oder
nachtréglich zu optimieren. Die Einbeziehung von Robotern und sonstigen Montagewerkzeu-
gen in die Montagesimulation stellt bereits einen Schritt in Richtung Produktionsplanung
dar. Ziel unseres Systems ist es, bereits sehr frith im Herstellungsproze3 eines Produktes
Probleme zu erkennen, die eine einfache Montage erschweren oder sogar verhindern. Der
Entwicklungsingenieur versucht in Interaktion mit dem System einen Montageprozefl zu pla-
nen und in einer Simulation die kollisionsfreie Durchfithrbarkeit zu verifizieren. Die Erkennt-
nisse, die er dabei gewinnt, konnen im Idealfall direkt in die Produktionsplanung einflieSen.
Unter Umstédnden ist aber auch ein montagegerechterer Entwurf der Bauteile des Produktes
notwendig.

5.1 Systemiibersicht

Im folgenden wollen wir unser System zur Interaktiven Montagesimulation kurz in einer
Ubersicht beschreiben und dabei die Rolle der verschiedenen Komponenten und ihr Zusam-
menspiel anhand von Abbildung 5.1 erldutern. In den einzelnen Abschnitten des Kapitels
gehen wir dann ndher auf die Teilkomponenten ein.

Zur Konzeption eines Produktes gehort ein aufeinander abgestimmter Entwurf seiner Ein-
zelteile, um die Montierbarkeit aller Teile zu gewéhrleisten. Wahrend des Objektentwurfs
werden nicht nur Daten zur Modellierung der Einzelteile selbst erzeugt, sondern auch Infor-
mationen iiber ihre rdumliche Anordnung im Endprodukt. Der Konstrukteur mufl wahrend
des Entwurfs zumindest eine ungefihre Vorstellung davon haben, wie die Einzelteile zusam-
mengefiigt werden kénnen. Unser Simulationssystem soll ihm dabei helfen, seine Vorstellung
zu préazisieren und vor allem auf ihre kollisionsfreie Durchfiithrbarkeit hin zu {iberpriifen.
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Objektentwurf
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Abbildung 5.1: Zusammenspiel der Systemkomponenten
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Diese Form der Montageplanung kann er zunéchst auf der alleinigen Basis der Objektdaten
ausfiithren, um zum Beispiel eine giinstige Montagereihenfolge fiir die Einzelteile festzulegen
und einen einfachen Montageplan zu erstellen. Dazu kann er Bewegungen interaktiv spezi-
fizieren und gleichzeitig ihre Kollisionsfreiheit kontrollieren. In einfachen Situationen kann
er auch automatische Verfahren zur Bewegungsplanung benutzen. Vielleicht stellt er bereits
in diesem Stadium fest, dafl Bauteile des Produktes modifiziert werden miissen, um eine
einfachere Montage zu erméglichen.

Fiir die Planung einer maschinellen Produktion eines Produktes sind die Resultate einer
solchen Montagesimulation nicht aussagekréftig genug, weil sie nur die prinzipiell durch-
zufithrenden Montageschritte beinhalten. Vollkommen ohne Beriicksichtigung bleiben dabei
der Einsatz von Montagewerkzeugen wie Robotern und die daraus resultierenden Neben-
bedingungen, die die Beweglichkeit von Einzelteilen stark einschranken und eine Montage
verhindern kénnen. Deshalb sind in unserem Simulationssystem auch die Produktionswerk-
zeuge (Roboter) integriert. Zu ihrer Modellierung miissen sowohl die geometrischen als auch
die kinematischen Verhiltnisse bekannt sein. Fiir eine spétere robotergestiitzte Fertigung
sind auch dynamische Aspekte wichtig, aber aus Effizienzgriinden lassen wir sie hier un-
beriicksichtigt, um eine interaktive Arbeitsweise mit dem System nicht zu beeintréchtigen.
Unser System stellt dem Ingenieur eine graphische Oberfliche zur Verfiigung, mit der er
interaktiv die zur Montage eines Produktes notwendigen Roboterprogramme erstellen kann.
Bereits bei der Programmierung der einzelnen Aktionen macht das System den Monteur
auf erkannte Kollisionen aufmerksam. Montageanweisungen in Form von Roboterprogram-
men sind das Ergebnis der Montagesimulation und koénnen zur Produktionsplanung direkt
verwendet werden.

Die Teilkomponenten unseres Systems sind:

e Objektentwurf

Die Bestandteile des zu montierenden Produktes und der Roboter wollen wir der Ein-
fachheit halber als starre Korper betrachten und durch Polyeder modellieren. Das
heifit, wir beschreiben ihre Oberfliche durch ebene, geradlinig begrenzte Flachenstiicke.
Diese Randbeschreibung repréisentiert die Objektdaten, die dem Montagesystem zur
Verfiigung stehen. Neben der reinen geometrischen Form spielt im Zusammenhang von
gelenkig verbundenen Objekten auch der Gelenktyp und die Lage der Gelenkachsen
eine Rolle. Diese Informationen werden bei der Robotersimulation benétigt und sind
hier unter dem Begriff Roboterdaten zusammengefafit.

Unser System selbst verfiigt nur iiber sehr einfache Moglichkeiten zum Entwurf von
Objekten (siche [Co94]). Es existieren aber Schnittstellen zu kommerziellen CAD-
Systemen (dem Robotersimulationssystem SMS der Firma Siemens/Nixdorf und dem
geometrischen Modellierer ACIS der Firma Spatial Technology), um Objekt— und Ro-
boterdaten zu importieren.

e Visualisierung

Zur graphischen Darstellung einer Szene aus Einzelteilen, die eine Folge von Monta-
geschritten durchlaufen sollen, dient das Modul Visualisierung. Es bietet unter ande-
rem die Mdoglichkeit zur Festlegung der Perspektive und des Zeichenmodus, sei es eine
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einfache Darstellung der Polyeder durch Drahtmodelle oder eine realistischere Dar-
stellung, die verdeckte Fldchen und Lichtverhéltnisse beriicksichtigt oder Stereosehen
ermoglicht. Aufler der Visualisierung statischer Szenen mufl natiirlich auch eine Ani-
mation der Bewegungsablaufe moglich sein.

Bei der Implementierung wurden nur Graphikroutinen aus dem 2D—Bereich verwendet,
weil die Standardsoftware (z.B. PHIGS) zur Visualisierung animierter dreidimensiona-
ler Szenen auf den zur Verfiigung stehenden Workstations nicht leistungsfahig genug
war. Die benutzten Verfahren werden in Abschnitt 5.2 genauer beschrieben.

Interaktive Bewegungsspezifikation

Ein Teil der Benutzeroberfliche ist die Interaktive Bewegungsspezifikation. Sie gestattet
einem Monteur nicht nur die Festlegung von Positionen und Orientierungen fiir einzelne
Korper im Raum, sondern dient in erster Linie der Definition von Bewegungsablaufen.
Die Bewegungen der Einzelteile modellieren wir durch Folgen von Translationen und
Rotationen, wodurch alle Freiheitsgrade eines starren Korpers abgedeckt sind. Bei der
Erstellung von Montageplinen werden alle wesentlichen Zwischenstadien einer Montage
dokumentiert und damit der exakte Bewegungsablauf aller an der Montage beteiligten
Objekte beschrieben. Details hierzu finden sich in Abschnitt 5.3.

Interaktive Programmierung von Robotern

Zur Spezifikation von Bewegungsabldufen bei Robotern kénnen wir neben einer tex-
tuellen auch eine graphisch orientierte Form der Roboterprogrammierung verwenden
(vgl. Abschnitt 5.5). Die Moglichkeit zur Programmierung der Roboter setzt natiirlich
die Kenntnis eines entsprechenden kinematischen Modells des Roboters voraus, d.h. wie
man aus den Gelenkwinkeln Position und Orientierung des Endeffektors berechnet und
umgekehrt sowie einfache Trajektorien fiir Punkt-zu-Punkt-Bewegungen bestimmt.
Die erstellten Roboterprogramme bestehen aus einer Folge von Kommandos zur Po-
sitionierung und Orientierung des Endeffektors, zum Greifen von Objekten und zur
Auswahl von Bewegungsmodi.

Montagesimulation und Kollisionserkennung

Herzstiick des Systems zur Interaktiven Montagesimulation ist die Kollisionserkennung.
Sie beinhaltet die Simulation von Bewegungsablaufen fiir einfache starre Kérper und fiir
Roboter unter stindiger Kontrolle, daf§ zu keinem Zeitpunkt eine Durchdringung von
Objekten stattfindet. Die algorithmischen Grundlagen fiir eine effiziente Umsetzung
wurden in den vorangegangenen Kapiteln erarbeitet.

Einfache Algorithmen zur Bewegungsplanung

Dieses Modul stellt heuristische Werkzeuge zur automatischen Generierung von We-
gen zur Verfiigung, so dal nach Vorgabe von Start— und Zielkonfiguration eine einfache
Trajektorienplanung stattfinden kann. Thr Einsatz beschréankt sich jedoch auf die Spezi-
alfdlle, in denen das bewegte Objekt nur iiber wenige Freiheitsgrade verfiigt. In diesem
Zusammenhang konnen die Resultate der Kollisionsberechnungen aus den vorherigen
Kapiteln genutzt werden. Die Einzelheiten sind in Abschnitt 5.4 beschrieben.
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Die Implementierung des Gesamtsystems basiert auf dem Betriebssystem Uniz und der gra-
phischen Oberflaiche X-Window des MIT. Zur Gestaltung der Benutzeroberfliche wurde
Motif benutzt. Alle Teilkomponenten wurden in der objektorientierten Programmiersprache
C++ realisiert. Aulerdem wurde das Softwarepaket Leda vom MPI verwendet. Auf diese
Weise ist die Portabilitdt des Systems auf die meisten graphischen Workstations gewéhrlei-
stet.

5.2 Visualisierung

5.2.1 Parallel- und Zentralprojektion

Zu einer allgemeinen Sichtspezifikation gehort neben der Angabe von Projektionsebene und
Projektionszentrum auch eine Abgrenzung des sichtbaren Raumgebietes. Wir benutzen zur
Festlegung der Sicht der Einfachheit halber nur einen Vektor r. Dieser gibt sowohl die Lage
des Blickpunktes (Projektionszentrums) an, als auch den Normalenvektor r° der Projekti-
onsebene, die durch den Ursprung verlaufen soll. In der Projektionsebene fithren wir ein
eigenes Koordinatensystem ein, das dem Bildschirmkoordinatensystem entspricht (vgl. Ab-
bildung 5.2). Dazu wihlen wir zwei orthonormale Vektoren €] und €}, die zusammen mit
e; = r° ein Rechtssystem, das Sichtkoordinatensystem, bilden. Um eine natiirliche Sicht zu
gewahrleisten, wollen wir die es—Richtung des Weltkoordinatensystems auf die e,—Richtung
des Sichtkoordinatensystems projizieren. Deshalb definieren wir

/ O

63 = r 5
/ e o\o
e; = (ez3xr)°,
1. .o /
e, = r’xel,

falls r° # es, ansonsten setzen wir e} = e; fiir i = 1,2,3. Die Weltkoordinaten lassen sich
mittels der Transformation

x' = Vx mit V=[e},e, e;]"
ins Sichtkoordinatensystem iibertragen.
Zur Sperzifikation des Projektionszentrums r verwenden wir Kugelkoordinaten (r, 9, ¢). r gibt
den Abstand des Blickpunktes vom Ursprung an, ¢ den Polarwinkel (den Winkel zwischen
r und der z3—Achse) und ¢ den Azimut (den Winkel zwischen der Projektion von r auf die
xr1xo—Ebene und der z;—Achse).

r=r ZEZZ?SQO wobel —1807 < p < 180°
- 14 —90° < 9 < 90°
cos v

Die Matrix V, die die Transformation vom Weltkoordinatensystem ins Sichtkoordinatensy-
stem beschreibt, hat folgende Form:

—sin cos ¢ 0

vV = —costcosyp —cosdsing sind
sin ¥ cos sindsing  cosv
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€3

€1 €3

Abbildung 5.2: Sichtkoordinatensystem

Durch Weglassen der dritten Vektorkomponente im Sichtkoordinatensystem erhélt man die
Parallelprojektion in Richtung r°:

"o "o "o
Ty = Ty, Loy = L, ry =0

Bei der Zentralprojektion ermitteln wir die Koordinaten eines projizierten Punktes x” mit
Hilfe des Strahlensatzes (vgl. Abbildung 5.3). Das Projektionszentrum hat im Sichtkoordi-
natensystem die Koordinaten (0,0, |r|)?, und es gilt:

L

z; firi=1,2 undaf=0

_—
L

Dabei muf natiirlich gelten, daf§ der Punkt x’ auBerhalb der Brennebene liegt (x4 # |r]). Als
Grenzwert fiir |r| — oo geht die Zentralprojektion in die Parallelprojektion iiber.

Beim Technischen Zeichnen verwendet man oft die durch eine DIN-Norm festgelegte iso-
metrische bzw. dimetrische orthogonale Projektion. Beide sind Parallelprojektionen auf eine
Projektionsebene senkrecht zur Projektionsrichtung. Sie zeichnen sich dadurch aus, dafl die
Lange von Linien parallel zur z;—, xo— und x3—Achse im Verhéltnis @ : 1 : 1 abgebildet
werden (a = 1 fiir isometrische Projektion und a = % fiir dimetrische Projektion). Fiir die
Projektionen der drei Einheitsvektoren des Weltkoordinatensystems muf somit gelten:

1
“[PVei| = [PVey| = [PVes| mit P=| 00
a 010
1

= —2(sin2<p+coszﬁcos2 @) = cos® ¢ + cos® ¥ sin? ¢ = sin® ¥
a

2
- singpz:l:%, Slnﬂ:i\/m
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(], )
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7

Abbildung 5.3: Zentralprojektion

Um eine isometrische Projektion (a = 1) zu erreichen, wihlen wir ¢ = +45° + 290° und
U ~ £54.74° fiir z € {—1,0,1}. Bei der dimetrischen Projektion (a = 3) wéhlen wir ¢ ~
+20.7° 4+ 290° und ¥ ~ £70.53° fiir z € {—1,0, 1}.

Bemerkung:

Schiefwinklige Projektionen wie z.B. die Kavaliersperspektive kénnen wir durch unsere Spezi-
fikation der Sicht nicht erfassen, denn hier steht die Projektionsrichtung nicht mehr senkrecht
auf der Projektionsebene.

Um eine benutzerfreundliche Méglichkeit zur Sichtspezifikation zu schaffen, verwenden wir
numerische Eingabefelder fiir die Kugelkoordinaten (7, ¢, ) mit De- und Inkrementierungs-
moglichkeiten, kombiniert mit der Abbildung einer Kugel (“Trackball”). Zur Unterstiitzung
der Intuition unterteilen wir die Kugel durch Langen— und Breitengrade und projizieren ihre
Vorderseite immer entsprechend der momentanen Perspektive. Durch Angabe eines Punktes
x” auf der projizierten Kugel kann der Benutzer sehr leicht den Polarwinkel ¥ und den
Azimut ¢ festlegen (siche Abbildung 5.4).

Wenn wir voraussetzen, dal x” durch Parallelprojektion eines Punktes x" auf der Kugelober-
flache hervorgeht und dafl die Kugel den Radius 1 (|x/| = 1) hat, erhalten wir die gesuchten
Kugelkoordinaten wie folgt:

A/ ro_ /o 12 12
Ty =Ty, Ty = Ty, Ty =\/1 — 27" — 257,
x=VTx,

¢ = arctan(zg, 1), ¥ = arccos(x3).
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Abbildung 5.4: Sichtspezifikation

5.2.2 Darstellungsmodi

Die einfachste Moglichkeit zur Visualisierung einer Szene von Polyedern besteht darin, nur
die Kanten der Polyeder auf die Bildebene zu projizieren. Diese Form der Darstellung ist
zwar sehr schnell, liefert aber nur Drahtmodelle der Polyeder, die unter Umstédnden keine
eindeutige Interpretation der Lage der Polyederflichen zulassen. Eine kleine Verbesserung
ergibt sich bereits, wenn nur die Kanten der Flachen des Polyeders gezeichnet werden, die
dem Betrachter zugewandt sind. Dies sind die Flachen, deren Flachennormalen mit dem
Ortsvektor des Projektionszentrums einen Winkel < 90° einschliefen, wenn wir uns an die
Konvention halten, daf die Flichennormalen ins AuBere der Polyeder gerichtet sind. Aber
auch diese Technik kann nicht verhindern, dafl Begrenzungskanten von Flidchen gezeichnet
werden, die in Wirklichkeit von anderen Flachen verdeckt werden. Diesen Schwachpunkt kann
man erst mit Hidden—Line— bzw. Hidden—Surface-Algorithmen beseitigen. Die Verfahren,
die sich auf die Elimination verdeckter Teile der Begrenzungskanten beschranken, haben den
Nachteil, daf§ sie zur flichenfiillenden, farbigen Darstellung nur bedingt geeignet sind.

5.2.3 Binary Space Partitioning Trees

Fiir eine flichenorientierte Vorgehensweise bietet sich folgende Methode an (Painter—Algo-
rithmus):

Zeichne alle Fldchen der Szene in einer solchen Reihenfolge, dafl die vom Blick-
punkt am weitesten entfernten Flachen zuerst dargestellt werden und spéter von
den néherliegenden iiberdeckt werden. (Als Ordnungskriterium kann man bei-
spielsweise den Abstand zwischen Blickpunkt und Fldchenschwerpunkt wihlen.)

Bei zyklischer Uberlappung von Flichen scheitert dieses Verfahren natiirlich, weil eine sol-
che Reihenfolge nicht existiert. Um dem Abhilfe zu schaffen, kann man die betroffenen
Flichenstiicke durch Zerschneiden in mehrere Teile zerlegen. In [FKN80] und spéter in [PY89]
wird ein rekursives Bisektionsverfahren diskutiert, das mittels ebener Schnitte den Raum
und die darin enthaltenen Flichen der Szene so partitioniert, dafl man fiir jeden beliebigen
Blickpunkt die Reihenfolge zum Zeichnen der Teilflichen sofort ablesen kann. Wir wollen
die grundlegende Datenstruktur und Algorithmen des Verfahrens kurz erliutern. Zur Un-
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terstiitzung der Intuition soll das 2—dimensionale Beispiel in den Abbildungen 5.5 und 5.6
dienen.

Abbildung 5.5: Ein 2D-Binary Space Partitioning Tree

Gegeben sei eine rdumliche Szene bestehend aus polygonalen Flidchen. Die gewiinschte Par-
titionierung wird wie folgt konstruiert: Durch eine orientierte Ebene H unterteilt man den
zu betrachtenden Raum S in zwei Teilriume ST = SN H*. Jede Fliche f C S klassifiziert
man beziiglich ihrer Mitgliedschaft zu H~ und H*. Wird f von H zerschnitten, so ersetzen
wir f durch die entstandenen Teile f* = f N H*. In den beiden Teilriumen S* setzen
wir das Verfahren mit den darin enthaltenen Flachen rekursiv fort. Die Rekursion stoppt,
wenn pro Teilraum nicht mehr als ein Fliachenstiick vorkommt. Der Algorithmus zur graphi-
schen Darstellung entscheidet, ob der Blickpunkt p in H~ oder H* liegt. Bevor die Flichen
des Raumes dargestellt werden, in dem p lokalisiert wurde, werden zuerst die des anderen
Raumes gezeichnet. Dies geschieht jeweils rekursiv.

Waihrend der Partitionierung hat man eine gewisse Freiheit bei der Wahl der Ebene H. Je
weniger Fldchen sie schneidet, um so giinstiger wirkt sich dies auf die Gréfle der Daten-
struktur aus. Da eine Analyse der Szene zur bestmoglichen Wahl von H zu aufwendig wére,
beschrénkt man sich auf solche Partitionierungsebenen H, die eine Fléche f der Szene ent-
halten. Das stellt zwar eine grofle Einschrankung des Suchraums fiir H dar, hat sich aber als
sehr einfache und effiziente Moglichkeit erwiesen.

Die gerade beschriebene Autopartitionierung 148t auch folgende inkrementelle Strategie zur
Partitionierung zu: Dazu nehmen wir an, dafl fiir eine Reihe von Flédchen schon ein Par-
titionierungsbaum aufgebaut worden ist und eine weitere Fliche f eingefiigt werden soll.
In jedem Knoten v des Baumes speichern wir neben der Ebene H, zwei Listen LE ab, die
zur Aufnahme der Flichen dienen, die vollstéandig in der Ebene H, liegen. (Wenn wir ori-
entierte Flachen betrachten, legen wir in L™ die Flidchen ab, die die gleiche Orientierung
wie H, haben, in L~ die anderen.) Das Einfiigen einer Fliche f startet in der Wurzel des
Baumes. An einem Knoten v wird anhand der Ebene H, entschieden, ob f dort abgelegt
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werden kann oder ob f im linken oder/und rechten Teilbaum des Knotens v eingefiigt werden
muB. Der genaue Ablauf zum Aufbau des Partitionierungsbaumes ist in der im folgenden
aufgefiihrten Prozedur insert(Node v, Face f) dokumentiert, das Zeichnen der Szene vom
Blickpunkt p aus geschieht mit der Prozedur render(Node v, Point p). Beide Prozeduren
werden an der Wurzel des Partitionierungsbaumes gestartet. In dem 2-dimensionalen Bei-
spiel aus Abbildung 5.5 wurden die Flachen in der Reihenfolge f1, fa, ..., fs eingefiigt. Dabei
muflte sowohl f; als auch fg gesplittet werden. In Abbildung 5.6 wurden im zugehorigen
Partitionierungsbaum zusétzliche Blatter ergénzt, die die verschiedenen Gebiete der Szene
wiedergeben. Zum Zeichnen der Flachen vom Blickpunkt p; erhédlt man die Reihenfolge

(f3)7f27(fﬁ)?(f;>7f7+7fl?(f4>7f57(f8_)7f7_ und von P2 aus (f4)7(f7_>7f8_7(f5)7(f1>7(f3)7f27

(f9), fs, fe. Die in Klammern erscheinenden Flichen sind vom Blickpunkt abgewandst.

Abbildung 5.6: Der zugehorige Partitionierungsbaum

proc insert(Node v, Face f)

if (f C H,) then
if (n,"n; > 0) then L} «— LT U {f}
else L, — L, U{f} fi;
return

fi;

fme fnH;

Jt e fOHS

if (f~ # () then
if (v~ = nil) then v~ «— new Node(f™) fi;
insert(v™, f7)

fi;

if (f* # () then
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if (vt = nil) then v* « new Node(f™) fi;
insert(vt, 1)
fi

corp

proc render(Node v, Point p)

if (v = nil) then return fi;

if (p € H) then
render(v=,p);
forall f € L} do draw(f) od;
render(v",p)

else
render(vt, p);
forall f € L, do draw(f) od;
render(v=,p)

fi

corp

Die Reihenfolge, in der die Fldchen eingefiigt werden, kann die Grofle des resultierenden
Baumes entscheidend beeinflussen. Bei der Komplexitdatsbetrachtung nehmen wir an, dafl
die Szene aus n Dreiecken besteht. Im schlechtesten Fall verbraucht man soviel Platz wie
zur Speicherung eines Arrangements aus n Ebenen nétig wire, also O(n?). Wihlt man eine
zufillige Reihenfolge, so wird man im Mittel mit sehr viel weniger Platz und Zeit auskommen.
In [PY89] wird gezeigt, daf bei dieser probabilistischen Strategie die Gréfie der Partitionie-
rung im Mittel bei O(n?) liegt, und zwar unabhingig von der Lage der n Dreiecke.

Daf} die Beschrankung auf Autopartitionierungen nicht so kritisch ist, verdeutlicht das Bei-
spiel in Abbildung 5.7, das ebenfalls aus [PY89] stammt. Es zeigt, dal man auch bei Par-
titionierungen, die sich nicht ausschliefilich an den Fldchen der Szene orientieren, mit ei-
nem Aufwand in der GréSenordnung von n'® rechnen mufl. In dem Beispiel sind n = 3k?
Stabe entlang der Achsen eines 3-dimensionalen Gitters angeordnet. Dadurch entstehen
k3 = ©(n'?) lokale Situationen, in denen sich je drei Stébe zyklisch iiberlappen, was je eine
Zerschneidung erfordert.

Fiir die Familie der Stabanordnungen (n = 1,...,20) haben wir die Laufzeit des imple-
mentierten Algorithmus experimentell {iberpriift. Das Diagramm in Abbildung 5.8 zeigt den
Logarithmus der Laufzeit ¢, gemessen in Sekunden, aufgetragen gegeniiber dem Logarithmus
der Flachenzahl.

Die Zahl f der Fléachen der Szenen reichte von 18 bis 7200. Der zu erwartende lineare Zusam-
menhang zwischen logt und log f ist in Abbildung 5.8 gut erkennbar. Fiir den funktionalen
Zusammenhang zwischen Laufzeit und Flichenzahl darf somit die Form t(f) = cf¢ an-
genommen werden. Ermittelt man die Gaufi’sche Ausgleichsgerade, so ergibt sich fiir den
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Abbildung 5.7: Eine Anordnung von n Stében, die ©(n'5) Partitionierungsschnitte erfordert

EF log t1 —
log t2 &

Abbildung 5.8: Experimentelle Laufzeitanalyse fiir BSP am Beispiel der obigen Stabanord-
nungen
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Exponenten d ein Wert von 1.502, was der unteren Schranke fiir dieses Beispiel sehr nahe
kommt.

Dieses Beispiel représentiert in gewissem Sinne den Worst—Case — zumindest ist keine Familie
von Anordnungen disjunkter Polyeder bekannt, fiir die die Grofle jedes Partitionierungsbau-
mes asymptotisch schneller als n'5 wichst. Fiir allgemeinere Szenen wird der Exponent d in
der Regel kleiner sein. Dies bestétigt folgende Beispielsituation, die fiir die Laufzeitmessun-
gen reprasentativen Charakter tragt.

Eine variierende Zahl von Polyedern aus einem Modellgehirn wurde mit Hilfe des Bina-
ry Space Partitioning visualisiert. Die anatomischen Strukturen wurden aus einer Serie 2—
dimensionaler Schnitte eines idealisierten Gehirnatlas rekonstruiert. Durch die Modellierung
wurden circa 50 Polyeder gewonnen, die die verschiedenen Gehirnbereiche approximieren. Die
betrachteten Szenen setzten sich aus bis zu 20000 Dreiecken zusammen (vgl. Abbildung 5.9).

Abbildung 5.9: 3D—Rekonstruktion eines idealisierten Modellgehirns

Bei der experimentellen Laufzeitanalyse ergab sich ein Wert von d = 1.30 fiir den Exponen-
ten.

5.3 Interaktive Bewegungsspezifikation

Der Entwerfer der zu montierenden Objekte hat in der Regel eine klare Vorstellung {iber
den groben Ablauf der Montage. Eine interaktive Spezifikation der verschiedenen Zwischen-
stadien bei der Montage wird ihm nicht schwer fallen. In den beiden folgenden Abschnitten
beschreiben wir daher kurz die Mdéglichkeiten des Systems, Positionen, Orientierungen und
dadurch einfache Bewegungen von Koérpern interaktiv zu spezifizieren.
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5.3.1 Position und Orientierung

Die Position eines Korpers wird durch die z-, y- und z-Werte des Ursprungs seines korpereige-
nen Koordinatensystems angezeigt. Seine Orientierung wird in Form von zyz—Euler Winkeln
ausgegeben. Diese numerischen Werte und damit auch die Position und die Orientierung des
Korpers konnen auf vielfache Weise direkt manipuliert werden.

Z | 49.0 [p
Y | 200
X | 39.0 P

Trackball _| Instant

OK Cancel

Abbildung 5.10: Orientierungsspezifikation

1. Per Tastatur koénnen die Werte in den dafiir vorgesehenen Eingabefeldern editiert wer-
den.

2. Uber zusitzliche Knépfe kénnen die einzelnen Werte bequem schrittweise erhoht oder
erniedrigt werden.

3. Im Modus der Dreiseitenansicht stehen fiir die Positionsangabe drei gekoppelte Cursor
in der zy-, yz- und der xz-Ebene zur Verfiigung (vgl. Abbildung 5.11).

4. Der Trackball ist sowohl zur Positions— als auch zur Orientierungsspezifikation sehr
niitzlich. Da Positions— und Orientierungsédnderungen oft beziiglich der Weltachsen
oder der korpereigenen Achsen angegeben werden, sind diese auf dem Trackball hervor-
gehoben (vgl. Abbildung 5.10). Einen Einheitsvektor, den man mittels des Trackballs
festlegt, kann man einerseits als Richtung fiir eine Translation des Korpers interpretie-
ren und andererseits als Rotationsachse, um die das Korperkoordinatensystem gedreht
werden soll.

5.3.2 Translation und Rotation

Die Mechanismen zur Positions— und Orientierungsspezifikation dienen gleichzeitig zur Fest-
legung einer Bewegung. Eine einfache Positionséinderung ruft eine Translation hervor. Eine
Orientierungsdnderung kann man stets als eine Rotation um eine geeignete Achse auffassen.
Diese Achse und ein geeigneter Rotationswinkel lassen sich aus Anfangs— und Endorientie-
rung leicht berechnen (siehe A.3). Um Eindeutigkeit zu erreichen, wird die Rotationsachse
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Right Side zZ\z Front
[ |
- -
X y
Top y
—
.
+
X

Abbildung 5.11: Gekoppelte Cursor zur Positionsspezifikation

durch den Ursprung des Korperkoordinatensystems gelegt, und vom Rotationswinkel wird
angenommen, dafl er kleiner als 180° ist.

Neben diesen Moglichkeiten, einfache Translationen und Rotationen von Korpern durch-
zufithren, bendtigt man oft Operationen, die es ermdoglichen, Korper relativ zueinander aus-
zurichten. Folgende Operationen sind zum Beispiel sehr niitzlich:

1. Bei Polyedern kann man durch zwei Eckpunkte leicht einen Translationsvektor bestim-
men.

2. Durch das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist in einfacher Weise die Richtung einer
Rotationsachse definiert, um die man einen Korper drehen kann, um die eine Richtung
in die andere zu iiberfithren. Bei Polyedern kann man die Richtungen aus Kanten oder
Flachennormalen erhalten.

5.3.3 Reprisentation von Bewegungsabliaufen

Bewegungsabldaufe werden vom System nicht als wirkliche Bewegungen abgespeichert son-
dern als eine Folge von Momentaufnahmen der Positionen und Orientierungen der einzelnen
Korper. Jede Aufnahme zeigt eine legale Konfiguration der Korper, d.h. alle Korper sind
paarweise disjunkt. Zur Platzersparnis werden bei einem Ubergang von einem Zeitpunkt
zum néchsten jeweils nur die Positionen und Orientierungen der Kérper notiert, deren Lage
sich verdndert hat.

Da ein Schritt eines Bewegungsablaufs nur aus einer Translation oder einer Rotation eines
Korpers oder einer Gruppe von Korpern bestehen darf, 1é3t sich aus zwei aufeinanderfol-
genden Positions— und Orientierungsangaben die durchgefiihrte Bewegung der betrachteten
Korper rekonstruieren. Bei Rotationen wird vorausgesetzt, dal der Rotationswinkel kleiner
als 180° ist.
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Bei der Durchfiithrung einer Montage kann man sich zunéchst Ausgangs— und Endkonfigura-
tion der Montageteile vorgeben und anschliefend durch Einfiigen von Zwischenstadien den
Montageplan so vervollstéindigen, dafl jeder Einzelschritt nur aus einer Translation oder einer
Rotation besteht. Wenn man nach Wegen sucht, um von einer Konfiguration kollisionsfrei
zur nichsten zu kommen, kann man die implementierten Heuristiken zur Bewegungsplanung
benutzen.

5.4 Heuristiken zur Bewegungsplanung

Zur Erleichterung der interaktiven Bewegungsspezifikation verfiigt das System iiber Kompo-
nenten zur automatischen Bewegungsplanung, die in einfachen Situationen anwendbar sind.

Bei der automatischen Generierung eines Bewegungsplanes gibt man Start— und Endkonfi-
guration der beteiligten Korper vor und klassifiziert alle moglichen Zwischenkonfigurationen
danach, ob sie kollisionsfrei sind oder nicht. Dadurch wird der Konfigurationsraum, des-
sen Dimension der Summe der Freiheitsgrade der bewegten Korper entspricht, in Freirdume
und Konfigurationsraumhindernisse unterteilt. Innerhalb der Freirdume versucht man dann,
Start— und Endkonfiguration durch einen Weg zu verbinden. Auf diese Weise ist gewéhrlei-
stet, dafl der korrespondierende Bewegungsablauf ohne Kollisionen durchfiihrbar ist.

Da ein einzelner starrer Korper bereits 6 Freiheitsgrade besitzt, kann die Dimension des
Konfigurationsraumes sehr hoch werden, wenn man die Bewegungsmoglichkeiten der Korper
nicht einschrénkt. Zudem erschweren die rotatorischen Freiheitsgrade eine einfache Représen-
tation der Konfigurationsraumhindernisse, weil diese im allgemeinen von Fldchen hoherer
Ordnung begrenzt werden. Deshalb haben wir uns bei der Implementierung der Algorithmen
zur Bewegungsplanung auf Problemstellungen beschriankt, die keine Orientierungsdnderun-
gen der bewegten Objekte zulassen.

Konfigurationsraumhindernisse fiir translatorisch bewegte Polyeder in einer Hinderniswelt
aus Polyedern sind selbst als polygonal begrenzte Bereiche beschreibbar. Betrachten wir einen
Polyeder Pj, der in Gegenwart eines Hindernispolyeders P, verschoben wird. Der zugehorige
Konfigurationsraum hat Dimension 3 und enthélt ein Konfigurationsraumhindernis C',.

Cip = {s|(P+s)NP#0}
C12 kann man als Minkowski-Differenz P, & P; berechnen:

P,eP = {p2—p1]|p2€P,p1€ P}

Die Minkowski-Differenz zweier Polyeder und damit die Konfigurationsraumhindernisse kon-
nen in Zeit O(| Py |*| P|* log(|P1|| P2|)) berechnet werden, bzw. fiir den Spezialfall konvexer
Polyeder in Zeit O(|Py||P,|) (siehe [La91]|, Kapitel 3). Bereits fiir das entsprechende 2-
dimensionale Problem mufl man mit einer Komplexitit von O(|P;|?|P;|?) zur Repriisentation
des kompletten Konfigurationsraumes rechnen.

In den beiden nachfolgenden Abschnitten werden zwei einfache Heuristiken zur Wegesuche
beschrieben, die die Berechnung des gesamten Konfigurationsraumes bewufit vermeiden. Sie
versuchen vielmehr mit partiellem Wissen iiber das Aussehen der Konfigurationsraumhinder-
nisse auszukommen: Es wird nur ihr Schnitt mit einer Ebene oder einer Geraden berechnet.
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5.4.1 Bewegungsplanung fiir ein Polyeder mit zwei translatori-
schen Freiheitsgraden

In diesem Abschnitt wollen wir die Bewegungsmoglichkeiten der Polyeder auf Verschiebungen
beschrianken, die sich als Linearkombination von zwei ausgezeichneten Vektoren s; und ss
beschreiben lassen. Zur Planung einer Bewegung eines einzelnen Polyeders P, verbleiben uns
also nur zwei Freiheitsgrade. Als Beispiel betrachten wir Abbildung 5.12. Hier soll ein Piano
aus einem Zimmer bewegt werden, indem es auf dem Fuflboden verschoben wird und dabei
seine Orientierung beibehilt.

Abbildung 5.12: Bewegungsplanung fiir ein Piano in einem Zimmer

Die Konfigurationsraumhindernisse des zugehdrigen 2-dimensionalen Konfigurationsraumes
lassen sich als Polygone (mit Lochern) in der z;z5-Ebene darstellen. Das Hindernispolygon
C'2, das durch den Polyeder P, hervorgerufen wird, l#8t sich als Schnitt der Minkowski—

Differenz P, © P, mit der Translationsebene Hg,s, berechnen:

612 == (Pg o Pl) N H5152 mit

H5152 = {1’151 -+ X989 ‘ X1, To € ]PL}

Das Konfigurationsraumhindernis C12 188t sich aber auch anders berechnen, ohne die 3
dimensionale Konstruktion von P,© P;: Wenn eine Verschiebung s = x1s; 4282 den Polyeder
P, mit P, in Kontakt bringt, dann gilt:

JuyeVi,foeF: (ui+s)Nfa#0
V E|f1€F1,’U2€‘/22 (fl‘l‘S)ﬂUg#@
V 3€1€E1,62€E22 (€1+S)ﬂ62#@
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Abbildung 5.13: 2—dimensionaler Konfigurationsraum fiir die Bewegung eines Pianos aus
einem Zimmer mit zugehorigem Sichtbarkeitsgraph

Jede dieser drei Bedingungen induziert im allgemeinen im Konfigurationsraum (x;xo—Ebene)
genau ein Liniensegment, wenn man von konvexen Begrenzungsflichen ausgeht (siehe A.5).
Betrachtet man alle Ecke-Fliche und alle Kante-Kante Paare, so erhilt man ein Arran-
gement aus O(|Py||Pz|) vielen Liniensegmenten, was uns ein Bild von dem Konfigurations-
raumhindernis C, vermittelt (siehe Abbildung 5.13, links). Wir gehen davon aus, daf8 die
Startkonfiguration, die dem Ursprung in der x;zo—Ebene entspricht, kollisionsfrei ist. Wir
konnen die Zielkonfiguration fiir P; nur dann erreichen, wenn sie in der gleichen Zusammen-
hangskomponente wie die Startkonfiguration liegt. Deshalb geniigt es, die Begrenzung der
Zusammenhangskomponente zu berechnen, die den Ursprung enthélt. Falls auch die Ziel-
konfiguration in dieser Zusammenhangskomponente liegt, konnen wir im Anschluff an die
Berechnung des relevanten Teils des Konfigurationsraumes auch einen Weg konstruieren, der
Start— und Zielkonfiguration verbindet. Aufgrund der Uberschneidungen der Liniensegmente
im Konfigurationsraum wiére zu befiirchten, dafi die Komplexitit der Freiraumbegrenzung
quadratisch in der Zahl der Liniensegmente wichst. In [GSS89] wird aber folgender Satz
gezeigt:

Die kombinatorische Komplexitét einer Zusammenhangskomponente in einem
Arrangement von n Liniensegmenten ist O(na(n)). Zu einem vorgegebenen Punkt
kann die Zusammenhangskomponente, die diesen Punkt enthélt, in Zeit O(na(n)
log®n) berechnet werden. (a(n) bezeichnet die inverse Ackermannfunktion.)

Dieser Satz gewéhrleistet, dafl zur Beschreibung des fiir uns relevanten Teils des Konfigura-
tionsfreiraumes nur unwesentlich mehr als O(|Py| | P|) Platz benotigt wird. Gleichzeitig gibt
er uns einen effizienten Algorithmus zur Berechnung dieses Freiraumes an die Hand.

Wenn wir auler dem Polyeder P, noch weitere Hindernispolyeder beriicksichtigen, erhalten
wir in der x;xo—Ebene eine Menge von Hindernispolygonen (ohne Lécher) und eventuell eine
auflere polygonale Begrenzung. Wir suchen einen Weg vom Ursprung zum Zielpunkt. Schon
Lozano-Pérez und Wesley (siche [LW79]) haben bewiesen, daff der kiirzeste Weg auf den Kan-
ten des Sichtbarkeitsgraphen verlduft. Der Sichtbarkeitsgraph (siehe Abbildung 5.13, rechts)
fiir n Liniensegmente 1d8t sich laut [Ed87] in Zeit O(n?) berechnen. n entspricht hier der
Komplexitiat der relevanten Zusammenhangskomponente des Konfigurationsraumes. Diese
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kann hochstens O(|Py| |P2| a(|P1||P,|)) betragen, wenn wir mit P die Menge aller Hinder-
nispolyeder bezeichnen. AbschlieBend mufl nur noch ein kiirzester Weg auf diesem Graphen
bestimmt werden. Die Gesamtlaufzeit ist somit durch O(|P;|? |P|*a?(|P1||P|)) beschriinkt.
Details zur Implementierung findet man in [ES93].

Bemerkung:

Als Alternative zur Wegesuche bietet sich die Methode von [OY82] an, die das Voronoi-
Diagramm der Polygonmenge benutzt, um Start— und Zielpunkt miteinander zu verbinden.
Das Voronoi-Diagramm fiir eine Menge von Polygonen, bestehend aus n Liniensegmenten,
kann in der Zeit O(n logn) berechnet werden (siehe [Fo86]). Die Motivation fiir die Benutzung
von Voronoi—Diagrammen zur Wegesuche liegt darin, moglichst grofle Sicherheitsabsténde zu
den Hindernissen zu wahren und weniger darin, einen moglichst kurzen Weg zu bestimmen.

Durch die Verwendung von Voronoi-Diagrammen liefle sich die Gesamtlaufzeit des oben
skizzierten Algorithmus auf O(|Py||P|log(|Pi| | Ps|)c(|P1| |P])) senken.

5.4.2 Bewegung eines Polyeders im Raum bei fester Orientierung

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt lassen wir nun alle drei translatorischen Freiheits-
grade fiir die Bewegung des Polyeders P, zu. Zur Bewegungsplanung benutzen wir allerdings
nur eine sehr einfache Heuristik, die auch von [Sch92] verwendet wurde. Diese Heuristik ist
zwar nicht in der Lage, immer einen Weg zu konstruieren, wenn ein solcher existiert, oder
zu entscheiden, dafl es keine Losung gibt, aber sie liefert fiir viele praktische Beispiele sehr
schnell akzeptable Wege. Anhand von Abbildung 5.14 erldutern wir kurz diese Methode der
Wegesuche fiir zwei Freiheitsgrade.

Abbildung 5.14: Eine einfache Strategie zur Navigation im Konfigurationsraum
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Gesucht sei ein Weg von der Startkonfiguration cg zur Endkonfiguration cg. Die geradlinige
Verbindung zwischen cg und cg im Konfigurationsraum wére der einfachste Weg, aber die-
ser ist nicht zuléssig, weil Konfigurationsraumhindernisse gekreuzt werden. Die Strecke cgcp
zerfallt in erlaubte (csco, cacg) und verbotene Streckenabschnitte (cyocz). Um das erste Hin-
dernis auf cgcp zu umgehen, sollte man seitlich dazu ausweichen. Zu diesem Zweck errichtet
man auf dem ersten verbotenen Streckenabschnitt die Mittelsenkrechte und sucht auf ihr
ebenfalls die erlaubten (cscs, cgcs, coc11) und verbotenen (cscq, cgcg) Bereiche. Als mogliche
Umwegpunkte ¢ bestimmt man die Mittelpunkte (c4, ¢z, c¢19) der erlaubten Bereiche auf
der Mittelsenkrechten. Anschliefend versucht man in rekursiver Weise, Wege von cg nach
¢ und von ¢ nach cg zu konstruieren. Wenn man als Zwischenkonfiguration ¢ = ¢4 wéhlt,
hat man bereits einen kollisionsfreien Weg gefunden, denn die Strecken cgc und ¢’cg werden
von keinem Hindernis geschnitten. Entscheidet man sich allerdings fiir ¢ = ¢7, so gerat das
Suchverfahren in eine ausweglose Situation, weil ¢’ in einer anderen Zusammenhangskompo-
nente liegt als Start— und Endkonfiguration. Fallt die Wahl auf ¢ = ¢y, so ist man insofern
einer Losung niaher gekommen, als dafl man “nur noch” einen Weg von ¢g zu ¢ finden muf,
denn die Strecke ’cg ist kollisionsfrei.

Wie im Beispiel hat man auf jeder Rekursionsstufe im allgemeinen mehrere Zwischenkonfi-
gurationen zur Auswahl. Um sich nicht von vorneherein auf eine Wahl zu fixieren, kann man
mittels Backtracking alle Kombinationen bis zu einer vorgegebenen Rekursionstiefe durch-
mustern. Die Reihenfolge, in der Umwegpunkte durchprobiert werden, kann man von ihrem
Abstand zur Gerade zwischen momentanem Start— und Endpunkt abhéngig machen. Wihlt
man zuerst die Umwegpunkte, die die kleinste seitliche Abweichung aufweisen, so tendiert
das Verfahren zwar zu einer zielgerichteten Wegesuche, aber in vielen Féllen lassen sich die
gefundenen Wege noch weiter verkiirzen. Ein gefundener Weg besteht aus einer Folge von
geradlinig verbundenen Konfigurationen. Eine nachtrigliche Optimierung kann versuchen,
iiberfliissige Zwischenkonfigurationen zu entfernen. Dazu mufl man — wie im Algorithmus
selbst — nur die Kollisionsfreiheit von einfachen Strecken testen.

ol

Abbildung 5.15: Heuristische Wegeplanung fiir Kérper mit drei translatorischen Freiheits-
graden und anschlieBender Optimierung des gefundenen Weges
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Abbildung 5.15 zeigt ein einfaches Bewegungsplanungsproblem mit drei translatorischen Frei-
heitsgraden, dessen Losungsweg mit Hilfe der eben skizzierten Heuristik gefunden und an-
schlieBend verkiirzt wurde. Zur Ubertragung der geschilderten Heuristik in hoherdimensio-
nale Konfigurationsrdume berechnet man ebenfalls den ersten verbotenen Streckenabschnitt
coco auf der Verbindungsstrecke zwischen Start— und Endkonfiguration. ¢; sei der Mittelpunkt
der Strecke coco. In Analogie zum 2-dimensionalen Fall sucht man erlaubte Umwegkonfigu-
rationen auf der Hyperebene H = {x|(cy — ¢o)’(x — ¢1) = 0}, die im 2-dimensionalen
der Mittelsenkrechten entspricht. Dazu berechnet man aber nicht den kompletten Schnitt
des Konfigurationsraumes mit H, sondern nur mit Geraden durch ¢, die in H verlaufen.
Die Richtung dieser Geraden bestimmt man zuféillig. Ansonsten kann man genau wie im
2—-dimensionalen Fall verfahren.

Zur Realisierung dieser heuristischen Wegesuche benotigt man also nur eine Komponente, die
den Schnitt einer Geraden im Konfigurationsraum mit den Konfigurationsraumhindernissen
berechnen kann. Fiir den Fall eines translatorisch bewegten Polyeders in einer Hindernis-
welt aus Polyedern gestaltet sich die Berechnung der erlaubten und verbotenen Abschnitte
auf einer Geraden im Konfigurationsraum besonders einfach, denn wir konnen sie auf die
elementaren Kollisionsberechnungen aus Abschnitt 2.1 zuriickfithren:

Betrachten wir zwei disjunkte Polyeder P, und P, und eine beliebige, aber feste Translati-
onsrichtung s. Gesucht ist

{t € [t1,ta] | (P +ts) N Py # 0}.
Zur Berechnung von 7 gehen wir in drei Schritten vor:
1. Berechne 7; = {t € [t1,ts] | (OP, +ts) NOPy # 0}.
2. Fiir einen beliebigen Punkt p; € P; berechne 7y = {t € [t1,ls] | p1 +ts € Py}.
3. Vereinige die Kollisionsintervalle 77 und 75 zu 7 = 7; U 75.

Im ersten Schritt berechnen wir alle Zeitpunkte 77, zu denen ein Schnitt der Begrenzungs-
flachen vorliegt. Damit erfassen wir aber noch nicht die Zeitpunkte 7", zu denen der bewegte
Polyeder P; vollstindig in dem Hindernis P, enthalten ist. Im zweiten Schritt bestimmen
wir eine Obermenge fiir 7/ C 73 C 7, indem wir die Menge aller Zeitpunkte 75 berechnen,
zu denen ein Referenzpunkt von P; sich im Inneren von P, befindet. Anschliefend brauchen
wir nur noch die Vereinigung von 7; und 73 zu bestimmen.

Zu 1:
8P1ﬂ8p27£@ <~ E'fleFl,ngngflmfg#(z)

Wenn f; und f; konvexe Fldchen sind, ist {¢ | (f1 +¢s) N fo # 0} ein Intervall: [t (f1, f2),
tmar(flv f2)]

tmin(fla f2) = mln{ min tcol(va f2)7 min tcol(fla U)a min tcol(ela 62)}
veVy, veVy, e1€ly
EzeEfZ

tmax(fla f2) = maX{m%;( tcol( f2) ma;( tcol(fb )a erlré%i( tcol(eb 62)}
1 2 1

egEEf2
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7’1 - U [tmin(fbf2)7tma:c(flaf2)]

f1€F]
fa€Fy

Zu 2:
Den Schnitt der Gerade p; + ts mit dem Polyeder P, erhilt man am einfachsten durch
Sortieren alle Kollisionszeitpunkte {t..;(p1, f2) | f2 € F»}.

k
T = Ulte, tris]

i=0
Zu 3:

Bei der Berechnung von 7 = 77 U 75 entstehen in Schritt 1 hochstens |Fi| |Fy| viele Inter-
valle und in Schritt 2 hochstens |Fy|. Die Darstellung ihrer Vereinigung in Form disjunkter
Intervalle kann in der Zeit O(|F||Fz|log(|Fi||Fz|)) mittels Sortieren berechnet werden. m

Eine Implementierung des Algorithmus ([Ch93]) hat gezeigt, daf§ sich die Techniken zur
effizienten Kollisionserkennung hier sehr gut einsetzen lassen, so dafl der Algorithmus zur
Wegeplanung davon in erheblichem Mafle profitiert.

5.5 Robotersimulation

Bei Montagevorgéngen spielt nicht nur die Geometrie der Montageteile eine Rolle sondern
auch die der Montagewerkzeuge. Zu den komplexeren Werkzeugen sind alle Arten von Robo-
tern zu zdhlen. Montagepléne in Form von Roboterprogrammen bediirfen einer eingehenden
Kontrolle, denn auch nur die kleinste ungewollte Kollision eines Roboters mit seiner Umge-
bung kann grofle Schiaden verursachen. Ein zentraler Punkt bei der Simulation von Roboter-
bewegungen wird daher stets die Verifikation der Kollisionsfreiheit des Bewegungsablaufes
sein.

5.5.1 Kinematik

Im Abschnitt 4.3 haben wir uns bereits mit der Kinematik von Robotern beschéftigt, soweit
dies fiir das Verstédndnis der Algorithmen zur Kollisionserkennung notwendig war. Mochte
man auch dynamische Aspekte beriicksichtigen, so miissen auch Massen und Trigheitsmo-
mente der Glieder bekannt sein, um die notwendigen Kréafte und Drehmomente zu berechnen.
Wir konzentrieren uns hier aber auf das kinematische Verhalten des Roboters. Fiir die Kine-
matik spielen die Gelenktypen und die Lage der Gelenkachsen, die sich allein mit Hilfe der
Denavit—Hartenberg-Parameter charakterisieren lassen, die entscheidende Rolle. Hinsichtlich
der Wechselwirkung des Roboters mit seiner Umgebung interessieren wir uns hauptséachlich
fiir die Erkennung von Kollisionen der Glieder untereinander bzw. mit ihrer Umgebung. Dazu
ist eine genaue geometrische Modellierung der Form der Glieder des Roboters erforderlich.
Deshalb benutzen wir zur Spezifikation eines Roboters, der aus einer offenen kinematischen
Kette besteht, neben einer Tabelle der Denavit—Hartenberg—Parameter auch eine moglichst
genaue geometrische Représentation der einzelnen Glieder. Bei Kenntnis des jeweiligen Ge-
lenktyps (translatorisch oder rotatorisch) und der aktuellen Belegung der freien Parameter
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k; (= d; oder = ;) lassen sich durch Aufmultiplizieren der Transformationsmatrizen T;(k;)
Position und Orientierung jedes Gliedes und damit auch des Endeffektors berechnen (siehe
Gleichung (4.6)). Diesen Prozefi nennt man Vorwértstransformation:

(K1,...,kn) — (o,R)
n = Zahl der Gelenke
o = Position des Endeffektors
R Orientierung des Endeffektors

Um den Endeffektor in eine bestimmte Position o und Orientierung R zu bringen, kann
es durchaus mehrere n—Tupel (k1,...,k,) als Urbild geben, sofern iiberhaupt eine Losung
existiert. In Abbildung 5.16 sehen wir einen Roboter mit drei rotatorischen und einem trans-
latorischen Gelenk in zwei unterschiedlichen Konfigurationen aber gleicher Position und Ori-
entierung des Endeffektors.

Abbildung 5.16: 4-Gelenk—Roboter in unterschiedlichen Konfigurationen mit gleicher Posi-
tion und Orientierung des Endeffektors

Im Gegensatz zur Vorwirtstransformation ist die Riickwértstransformation nicht eindeutig
bestimmt (siehe [Cr89], Kapitel 4!). Wenn sich, wie in Abbildung 4.4 (oder auch Abbil-
dung 5.16), drei aufeinanderfolgende Gelenkachsen (e3®, e3™ | e3(®) schneiden, gibt es fiir
n < 6 eine geschlossene Formel zur Berechnung aller Konfigurationen (kq, ..., k,), die zu
der gewiinschten Position o und der Orientierung R fiihrt (siche [PR69]). Wir beschrénken
uns auf diese Form von Robotern, weil unter allgemeineren Voraussetzungen nur iterative,
numerische Losungen fiir die inverse Transformation existieren. In der vorliegenden Imple-
mentierung benutzt [Si93] ausschlieBlich algebraische Methoden zur Herleitung der inversen
Tranformationen, die dem Simulationssystem in Form von Prozeduren zur Verfiigung gestellt
werden miissen.



116 5 Systembeschreibung

5.5.2 Trajektorien

Um einen n—Gelenkroboter von einer Startkonfiguration (o) in eine Zielkonfiguration x(t,)
zu bewegen, hat man viele Freiheiten bei der Wahl von k(t) = (kq(t), ..., kn(t)). ki(t) be-
schreibt die zeitliche Entwicklung des i—ten Gelenkparameters. Die einfachste Methode zur
Generierung einer Bewegung der Glieder von der Start—in die Zielkonfiguration besteht darin,
die Gelenkparameter k;(t) mittels linearer Interpolation zu bestimmen. Man kann die ein-
zelnen Gelenkparameter k; fiir ¢« = 1, ..., n hintereinander oder auch gleichzeitig verdndern.
Man kann dazu fiir alle k;’s eine einheitliche Geschwindigkeit wihlen oder die Geschwindig-
keiten so koordinieren, dafl alle Gelenke zum Zeitpunkt ¢, gleichzeitig ihr Ziel erreichen. Aus
Griinden der Einfachheit beschranken wir uns bei der Punkt—zu—Punkt Bewegung auf die ge-
nannten Formen von Geschwindigkeitsprofilen, obwohl dies zu unstetigen Geschwindigkeits—
und Beschleunigungsverldufen fiir «;(¢) fithrt, die in der Praxis (siehe [Cr89], Kapitel 7!)
unerwiinscht sind.

Die oben diskutierten Bewegungsschemata haben gemeinsam, daf} sie im Konfigurationsraum
der Gelenkparameter einen stiickweise linearen Weg beschreiben. Die zugehorige Bahnkur-
ve des Endeffektors im kartesischen Raum ist im allgemeinen sehr viel komplizierter, so
dafl man zum Beispiel im Rahmen der Kollisionsberechnungen auf Approximationen zuriick-
greifen mufl. Die stiickweise Linearitdt der Bahnkurve im Konfigurationsraum garantiert
aber (siche Abschnitt 4.3.2) eine einfache Abschitzung der Giite der Approximation. Oft
mochte man den Endeffektor aber auf einer geradlinigen Bahn fithren und seine Orientie-
rung wihrenddessen konstant halten. Eine solche kartesische Bewegung a8t sich dadurch
approximieren, dafl man in geniigend dichten Abstédnden Zwischenpunkte auf der geradlini-
gen Verbindung zwischen Start— und Zielpunkt generiert und diese Zwischenkonfigurationen
in dem Punkt-zu-Punkt Bewegungsmodus ansteuert. Dazu mufl man fiir jeden Zwischen-
punkt die inverse Transformation berechnen, um im Raum der Gelenkparameter eine der
beschriebenen Interpolationsmethoden benutzen zu kénnen. Probleme ergeben sich dadurch,
daf eine stetige Bewegung im kartesischen Raum nicht notwendigerweise ein stetiges Urbild
im Raum der Gelenkparameter besitzt. Die Riickwértstransformation liefert uns fiir jede
Zwischenkonfiguration eventuell keine oder mehrere Losungen, die man soweit moglich zu
einem Weg kombinieren muf}; der die gewiinschte kartesische Bewegung approximiert (siehe
[S193]). In Abbildung 5.17 und 5.18 sind die Trajektorien fiir zwei interaktiv erstellte Bewe-
gungsablaufe skizziert. Sie setzen sich aus den verschiedensten Bewegungstypen zusammen.
Sie enthalten Punkt—zu—Punkt Bewegungen, bei denen die Gelenkparameter aufeinander-
folgend oder gleichzeitig variiert werden, und geradlinige Bewegungen des Endeffektors, bei
denen seine Orientierung unverédndert bleibt.

5.5.3 Roboterprogrammierung

Zur komfortablen Erstellung von Roboterprogrammen besteht sowohl die Moglichkeit zur
textuellen als auch zur graphischen Programmierung. Um bereits bei der Spezifikation einer
Aktion Kollisionskontrollen durchfithren zu kénnen, bietet sich eine interaktive Vorgehens-
weise an. Die nachfolgenden Abbildungen 5.18-5.20 zeigen die verschiedenen Bestandteile
der graphischen Oberfliche zur Programmierung von Bewegungsabldufen bei Robotern.
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Abbildung 5.17: Trajektorien der Greifpunkte zweier Roboter wihrend eines Bewegungsab-

laufs

File Motion Options Robot Collisiontest

Right Side

ﬂl"

Front

Top Y

Abbildung 5.18: Oberfliche zur interaktiven graphischen Roboterprogrammierung
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Abbildung 5.19: Spezifikation der Gelenkparameter

oo ] Z FWI; + Akt. Konfiguration
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X
. i v x EWF « 1. Konfiguration
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[~ Trackball
v 3. Konfiguration

OK Cancel

Abbildung 5.20: Spezifikation der Orientierung des Endeffektors fiir eine Riickwartstransfor-
mation und Auswahl einer errechneten Gelenkwinkel-Konfiguration
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Zur eigentlichen Steuerung aller Aktionen eines oder mehrerer Roboter dient das Kontroll-
menii in Abbildung 5.19 (links). Hier kann der Typ einer Aktion (Vorwérts— oder Riickwirt-
stransformation, Greifen und Loslassen von Objekten) bestimmt werden. Aulerdem beste-
hen die Optionen, den (approximierten) Arbeitsraum des Roboters, die Koordinatensysteme
der Glieder und die zuriickgelegten Bahnkurven des Endeffektors zu visualisieren. Um die
Form von Trajektorien zu beeinflussen, kann man bei der Punkt—zu—Punkt Bewegung die
verschiedenen Interpolationsmethoden auswéhlen oder sich fiir eine geradlinige kartesische
Bewegung entscheiden. Desweiteren 1483t sich die Geschwindigkeit einer Bewegung iiber einen
Schieberegler steuern.

Die Gelenkparameter fiir eine Vorwéartstransformation lassen sich unter Beriicksichtigung
der fiir die einzelnen Gelenke giiltigen Unter— und Obergrenzen ebenfalls iiber Schiebereg-
ler einstellen (vgl. Abbildung 5.19, rechts). Zur Eingabe von Position und Orientierung des
Endeffektors konnen die gekoppelten Cursor im Hauptfenster (sieche Abbildung 5.18) und
der Trackball benutzt werden, so daf} jederzeit eine numerische und graphische Spezifika-
tion aller Werte moglich ist. AuBerdem ist eine Darstellung des Endeffektorkoordinatensy-
stems in Bezug zum Weltkoordinatensystem (siehe Abbildung 5.20, links) vorgesehen. Durch
Auswahl einer Achse dieser beiden Koordinatensysteme 148t sich der Endeffektor um diese
Achse drehen. Diese Moglichkeit bietet eine sehr intuitive Orientierungsspezifikation. Nach
der Vorgabe seiner Position und Orientierung kénnen alle Gelenkparameter—Konfigurationen
durch Riickwirtstransformation bestimmt werden. Da dabei Mehrfachlosungen auftauchen
konnen, hat man nach einer Riickwéartstransformation die Moglichkeit, zwischen bestimmten
Konfigurationen zu wéhlen. Die Zielkonfiguration, die von der aktuellen Konfiguration mit
geringstem Aufwand erreichbar ist, wird besonders markiert (vgl. Abbildung 5.20, rechts).

In Szenen mit mehreren kooperierenden Robotern kénnen auch gleichzeitig ablaufende Ak-
tionen definiert werden, die von unterschiedlichen Robotern ausgefiihrt werden sollen (siehe
Abbildung 5.21). Diese Moglichkeit der Spezifikation paralleler Roboterprogramme ist fiir
praxisorientierte Anwendungen unerléfllich, erschwert aber die Kollisionserkennung betrécht-
lich.

5.5.4 Kollisionserkennung

Bewegt sich nur ein einzelner Roboter und gibt der Bewegungsmodus an, dafl die Gelenke
nacheinander bewegt werden sollen, so kénnen wir die Kollisionsberechnungen fiir einfa-
che Translationen und Rotationen einsetzen. Sobald mehrere Gelenke oder mehrere Roboter
gleichzeitig bewegt werden, beschreiben die Glieder komplexere Bewegungen, die sich aus
einer Uberlagerung von einzelnen Translationen und Rotationen ergeben. In diesem Fall be-
nutzen wir die Algorithmen aus Abschnitt 4.2 zur Kollisionserkennung. Diese kénnen den
exakten Zeitpunkt einer Kollision zwar nur approximieren, aber sie sind in der Lage, die
Kollisionsfreiheit eines Bewegungsablaufs schnell zu verifizieren, wenn die bewegten Objek-
te sich nicht zu nahe kommen. Dies ist ohnehin nur in den seltensten Féllen erwiinscht.
Zum Beispiel beim Greifen, Ablegen und Einpassen von Objekten. In diesen besonderen
Situationen werden die Objekte, zwischen denen kritische Abstédnde herrschen, meistens in
sehr einfacher Weise bewegt, so dafl ihre Bewegung entweder als eine reine Translation oder
Rotation beschreibbar ist.
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Damit die Detailfiille komplizierter Formen fiir Roboterglieder und Hindernisse die Laufzeit
der Kollisionsalgorithmen nicht unnétig beeintréchtigt, arbeiten alle Kollisionsalgorithmen
nach einem hierarchischen Prinzip. Alle Polyeder, ob sie die Glieder eines Roboters model-
lieren oder sonstige Korper, werden in moglichst kleine Kugeln und Quader eingeschlossen
(sieche Abschnitt 4.1 und Abbildung 5.16). Die Kollisionserkennung basiert auf Abstandsbe-
stimmungen oder auf der expliziten Berechnung von Kollisionszeitpunkten. In beiden Féllen
fithren wir die entsprechenden Berechnungen immer zuerst fiir die Hiillkugeln durch. Nur
wenn dadurch die Kollision zweier Korper nicht ausgeschlossen werden kann, wiederholen
wir die Berechnungen fiir die Hiillquader. Wenn selbst das nicht das gewiinschte Ergebnis
liefert, rechnen wir mit dem genauen Polyedermodell.
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Abbildung 5.21: Zwei kooperierende Roboter bei der parallelen Ausfiihrung eines interaktiv
erstellten Roboterprogramms



Ausblick

Bei allen Berechnungen in dieser Arbeit wurde implizit angenommen, daf eine exakte re-
elle Arithmetik zur Verfiigung steht. Bei der Implementierung mufte jedoch der Umstand
beriicksichtigt werden, dafl durch die Verwendung der FlieBkomma—Arithmetik Rundungs-
fehler zu Inkonsistenzen in den Berechnungen fiithren konnen. Eine kritische Situation fiir die
Algorithmen zur Kollisionserkennung liegt zum Beispiel dann vor, wenn Objekte sich quasi
unter Beriihrung aneinander vorbeibewegen. Die ausfiihrliche Behandlung solcher entarteter
Félle ist fiir die Robustheit der Algorithmen ausschlaggebend. Die jetzige Implementierung
basiert auf dem Konzept der “Epsilon-Umgebungen”, d.h. zwei Punkte werden als identisch
angesehen, wenn ihr Abstand kleiner als eine festgelegte Toleranz ist.

Wenn wir Objekte durch Polyeder und Bewegungen durch Translationen und Rotationen
modellieren, konnte man dem Problem der Rundungsfehler vollsténdig aus dem Weg gehen,
indem man alle Operationen symbolisch mit Hilfe eines Algebrasystems durchfithrt. Dazu
wiirde man annehmen, daf} sich die Koordinaten der Polyedereckpunkte als rationale (alge-
braische) Zahlen beschreiben lassen. Auf dieser Basis lieflen sich alle elementaren Kollisions-
tests exakt realisieren. Der entscheidende Nachteil wére jedoch ein starker Effizienzverlust.
Statt dessen kénnte man zu vorgegebener Prézision der Eingabedaten jede einzelne Operati-
on in Hinblick auf die fiir exakte Berechnungen erforderliche Rechengenauigkeit analysieren
und einfach mit entsprechend erhohter Stellenzahl rechnen. Dabei konnte man zur Beschleu-
nigung die Tatsache ausnutzen, daf fiir viele Eingabewerte die meisten zu berechnenden
Préadikate auch mit stark verminderter Genauigkeit entscheidbar wéren.

In Abschnitt 3.3 wird ein subquadratischer Algorithmus zur Berechnung des Kollisionszeit-
punktes zwischen einem translatorisch bewegten und einem stationéren Polyeder vorgestellt.
Dieses Resulat liefert jedoch fiir die Praxis keinen brauchbaren Algorithmus zur Lésung der
Problemstellung. Deshalb sollte das néchste Ziel die Entwicklung eines praktikableren Al-
gorithmus sein. Von besonderem theoretischen Interesse wire die Klarung der Frage, ob ein
subquadratischer Kollisionstest auch dann existiert, wenn das bewegte Polyeder anstelle ei-
ner Translation eine Rotation um eine feste Achse ausfiihrt. Ein solcher Algorithmus ist zur
Zeit selbst fiir konvexe Polyeder nicht bekannt.

In Abschnitt 5.4.2 wird eine Heuristik zur Bewegungsplanung vorgeschlagen, die auf den
Algorithmen zur effizienten Kollisionserkennung basiert. Die vorliegende Implementierung
erlaubt aber nur die Planung einer Bewegung mit konstanter Orientierung. Die Einbeziehung
rotatorischer Freiheitsgrade stellt fiir diese Vorgehensweise kein prinzipielles Problem dar,
zumal die entsprechenden Algorithmen zur Kollisionserkennung vorhanden sind.

Unser System zur interaktiven Montageplanung und —simulation tridgt dazu bei, bereits
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wéhrend der ersten Schritte der Produktionsplanung die grundsétzliche Durchfiihrbarkeit
einer Montage zu priifen und den dafiir benétigten Aufwand zu beurteilen. Der Entwick-
lungsingenieur kann in Interaktion mit dem System einen schematischer Ablauf fiir die Mon-
tage erstellen und anschliefend den Einsatz geeigneter Montagevorrichtungen und Roboter
planen. Dazu muf} er Plazierungsfragen klidren, Erreichbarkeitsstudien durchfithren und Kol-
lisionsgefahren erkennen. Um diesen Anforderungen gerecht zu werden und gleichzeitig eine
effiziente interaktive Arbeitsweise mit dem System zu gewéhrleisten, miissen Objekte und
Bewegungen in idealisierter Weise modelliert werden. Wir betrachten Objekte als starre, mas-
selose, polyederformige Korper, die als Roboter auch gelenkig verbunden sein kénnen. Die
geometrische Form der Objekte und ihr kinematisches Verhalten geniigen zwar zur Klarung
der grundsétzlichen Fragen bei der Montageplanung, aber dariiber hinaus kénnen auch dy-
namische Aspekte von Bedeutung sein, die gegenwértig nicht von unserem Modell erfafit
werden.

Wiinschenswert wére eine Montagesimulation unter Beriicksichtigung aller wirkenden Kréfte
und Drehmomente. Dazu miissen als weitere Modellparameter zumindest die Massen und
Trégheitsmomente der verschiedenen Korper bekannt sein. Eine Simulation des dynamischen
Verhaltens eines mechanischen Systems erfordert die Losung von Differentialgleichungssyste-
men, um die Bewegung der einzelnen Korper vorhersagen zu konnen. Hier konnen effizien-
te Kollisionstests niitzliche Dienste leisten, denn jede auftretende Kollision zwischen zwei
Korpern verdndert das Systemverhalten nachhaltig.

Ein weiterer Schritt in Richtung einer Verallgemeinerung des Modells besténde darin, nicht
nur starre Korper zu betrachten, sondern auch Deformationen von Koérpern zu erlauben.
Dadurch liefle sich ein noch héheres Mafl an Realitdtstreue erreichen. Man muf3 sich aber
stets des Trade-Off zwischen der Giite des Modells und der Effizienz der Simulation bewufit
sein.



Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Koordinatentransformationen

Gegeben seien ein Weltkoordinatensystem E = (eg, €1, €2, €3) und ein weiteres Koordinaten-
system F’ = (e¢’,e1’, €5, e3'), das beziiglich E beschrieben ist. ey’ bezeichne den Ursprung
von E’, e;’,ex’ und ez’ die Basisvektoren. Die Weltkoordinaten des Punktes x hingen mit
den Koordinaten x’ im System E’ wie folgt zusammen:

Abbildung A.1: Koordinatentransformation

/ / !/ / /
x = [e/,er,es]]-x' + e

X = [ei,er,es ]t (x —ep) (A.1)
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A.2 Rechenregeln fiir Vektor—Matrixoperationen

Seien «, 3,7 € R und a, b, c,d € R?® und Q € IR**3.
Die Kramer’sche Regel zur Losung von 3 x 3 Gleichungssystemen lautet:

aca+pb+yc = d

0 det[d, b, c]’ 5 = det[a, d, c], - det[a, b, d] (A.2)
det[a, b, c] det[a, b, c] det[a, b, c]
Doppelte Vektorprodukte lassen sich wie folgt entwickeln:
ax(bxc) = (a’c)b— (a’b)c (A.3)
Mit der Lagrangeschen Identitét bezeichnet man die Gleichung
(axb)f(cxd) = (a’c)(b’d) - (a’d)(bc). (A.4)
Zwei weitere niitzliche Regeln sind
(Qa) x (Qb) = adi(Q")(ax b), (A.5)
Q(ax (Q'b)) = (adj(Q")a) x b. A6

A.3 Beschreibung von Rotationen

Bezeichnet r mit |r| = 1 eine Rotationsachse durch den Ursprung und ¢ den Rotationswinkel,
gemessen im Gegenuhrzeigersinn, dann erhélt man den Punkt x, der durch Rotation des
Punktes p hervorgeht, wie folgt:

x = (r'p)r+costrx (pxr)+sintrxp
= (1 —cost)(r"p) r+costp+sintrxp (A.7)

In Matrixschreibweise ergibt sich: x = R(r, ) p mit

0 —Ts D)
R(r,t) = (1 —cost) rr’ +costI+sint| r5 0 —r |. (A.8)
—T9 1 0
Fiir die Matrix R = R(r, t) gilt:
R!'=R”, dettR)=1 und Rr=r (A.9)

R ist also eine orthonormale Matrix mit Determinante 1. Sie besitzt einen Eigenwert 1 und
r ist ein zugehoriger Eigenvektor. Aus Gleichung (A.8) folgt fiir p, q € R®:

rxRp = costrxp+sintr x (r xp)
q'Rp = q'rr'p+cost (qp —q'rr’p) +sint r’(p x q) (A.10)
Starten wir nun umgekehrt mit einer beliebigen Matrix R, die die Bedingungen in (A.9)
erfiillt, so konnen wir uns fragen, ob R € IR**? als eine Abbildung im IR? interpretiert

werden kann, die einer Rotation um eine Achse entspricht. Die Antwort gibt ein Satz von
Euler:
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€3 =T
4 r X N\
\.r X (pT) P /
p
€1 €2

Abbildung A.2: Rotation eines Punktes p um eine Achse r

Den Ubergang eines starren Korpers von einer Orientierung in eine andere kann
man als eine Rotation um eine geeignete Achse beschreiben.

Um diesen Zusammenhang zu verstehen, berechnen wir zunéchst das charakteristische Po-
lynom von R. Allgemein gilt fiir 3 x 3-Matrizen:

Yr(A) = det(R — M) = —\* + trace(R)A? — trace(adj(R))A + det(R.)
Da in unserem Fall adj(R) = RY, gilt

r(A) = =X\ +trace(R)\* — trace(R)A + 1
—(A = 1)(A? = (trace(R) — 1)A + 1)

Das zeigt uns nicht nur, daf§ 1 ein Eigenwert ist, sondern auch, dafi der Spur trace(R)
eine besondere Bedeutung zukommt. Um dies noch deutlicher zu sehen, fithren wir eine
Koordinatentransformation durch. Als einen neuen Basisvektor wéihlen wir einen normierten
Eigenvektor zum Eigenwert 1, den wir r nennen, und ergidnzen ihn durch u und v zu einem
Orthonormalsystem: r’u = 0 und v = r x u. In diesem neuen System stellt sich die durch
R induzierte Abbildung R’ = [u, v,r|™! R [u, v, r] folgendermaBen dar:

u’Ru u"Rv u’Rr uRu —vRu 0
R=| viIRu vRv vRr | = | vRu u’Ru 0
r'Ru r’Rv r’Rr 0 0 1
Dies gilt, weil Rr = r und u’Rv = —v'Ru und v Rv = (r x u)"R(r x u) = (r x u)?(r x

Ru) = u"Ru. Aufierdem gilt wegen des Determinantenmultiplikationssatzes:

det(R) = det(R/) = (u/"Ru)? + (v Ru)?* = 1.
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Deshalb diirfen wir cost := u’ Ru und sint := vI Ru setzen. Es folgt:

cost —sint 0
R/ = | sint cost 0
0 0 1

Dies 148t uns nun erkennen, dafl R’ und somit R eine Abbildung darstellt, die einer Rotation
um die Achse r um einen Winkel ¢ entspricht. Da die Spur trace(R) als einer der Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms ygr(\) eine Invariante unter Basiswechseln darstellt, konnen
wir den Winkel ¢ aus R leicht berechnen:

trace(R) = trace(R') = 2cost + 1 (A.11)

Der Eigenvektor r zum FEigenwert 1 gibt die Rotationsachse an. Letztlich haben wir also
gezeigt, daB sich jede Matrix R € IR**3 die (A.9) erfiillt, in der Form (A.8) darstellen laft.
Anhand dieser Form kann man aus R auch leicht die Achse r rekonstruieren:

= E(R:&z — Ry3, Ri3 — Rs1, Roy — Rus)” (A.12)
Die Lage eines starren Korpers 1i8t sich durch einen Positionsvektor im IR® und durch eine
Orientierungsangabe in Form einer orthonormalen Matrix IR**® spezifizieren. Wir betrach-
ten zwei verschiedene Lagen eines Korpers mit den Positionsvektoren a bzw. b und den
Orientierungen A bzw. B. Wenn A = B ist, dann kénnen wir den Korper durch eine ein-
fache Translation um den Vektor b — a von der Ausgangslage in die Endlage iiberfiihren.
Anderenfalls haben wir eine Orientierungsinderung der Form R = B- AT, Diese kénnen wir
als eine Rotation um eine geeignete Achse beschreiben. Im allgemeinen kann eine Lageédnde-
rung also als eine Komposition einer Translation und einer Rotation um eine feste Achse
dargestellt werden. Die Translation kann entfallen, wenn der Vektor b — a senkrecht auf der
Achsrichtung r steht. Aus R konnen wir mittels (A.11) und (A.12) den Rotationswinkel ¢
und die Richtung r der gesuchten Rotationsachse berechnen. Wir setzen

t = arccos (%(tmce(R) — 1)>

und haben uns damit fiir eine Rotation im Gegenuhrzeigersinn um einen Winkel 0 <t < 7
entschieden, da arccos : [—1,1] — [0,7]. Im Fall der reinen Rotation legen wir die Rotati-
onsachse vollstéandig fest, indem wir zusétzlich einen Punkt o auf dieser Achse angeben. Wir
wéhlen o als Mittelpunkt des Kreises, den die Punkte a und b bei einer Volldrehung um die
gesuchte Achse beschreiben wiirden. Dieser Kreis liegt in einer Ebene mit dem Normalen-
vektor r. o liegt auf der Gerade

a+b r x (b—a)
X = + u
b — al

2
Da die Vektoren a — o und b — o einen Winkel von ¢ einschliefen, erhélt man den Punkt

o fiir p = j:{:T_(?L%. Den negativen Wert diirfen wir unberiicksichtigt lassen, weil er zu einer

Rotation mit falschem Drehsinn fithren wiirde. Fiir o erhalten wir dann:
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[
Oft ist es wichtig, Gleichung (A.7) nach ¢ aufzuldsen:
t = arctan(detr,p,x|,x’p —x'rr'p) bzw.
t = arctan(piry — powy, p1Ty + paxs) fiir r=ez=(0,0,1)7 (A.13)

Die Funktion arctan : IR* — [0,27) berechnet dabei die Phase bei der Umwandlung von
kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten:

z1 + 'éQS’Q _ /ZE'% + [L’% 6zarctan(x2,$1)

Folgendes Gleichungssystem, das man als den Schnitt einer Geraden mit dem Einheitskreis
auffassen kann, taucht bei Rotationsproblemen immer wieder auf:

a cost+ (3 sint+y = 0
cos’t +sin’t = 1
sint und cost ergeben sich durch Losung einer quadratischen Gleichung zu:

7% 0/ T =

sin t172 =

a? + 2 A4
B —ay F BV FBE =2 (A.14)
costis = PR

A.4 Schnitt von Hyperebenen im IR?

Gegeben seien k (d—1)-dimensionale Hyperebenen im IR? in der Form

d
H; Zaj,ﬂi:aj,o fir j=1,... k.
i=1

Gesucht ist die Projektion des Schnittes ﬂ?;l H; in den z1xs ... 24—+~ Raum. In diesem
(d — k + 1)-dimensionalen Raum stellt die Projektion des Schnittes selbst eine (d — k)-
dimensionale Hyperebene dar. Die Losung des Problems ergibt sich aus der Losung des
folgenden linearen Gleichungssystems:
A1 d—k+1 .- Q14 Td—kt1 by Ik
: : : =| mit b; = a0 — Z ;i T;
Akd—kt+1 -~ Qkd Tq by, =1
Wir bestimmen z4_j,; mit Hilfe der Kramer’schen Regel:
A1, d—k+1 --- Q14 by a1,d—k+2 --- Q14
det : : Tqg_pr1 = det
Ak d—k4+1 --- Qgd b Qrd—kt2 --- Gkg
Die Expansion der Determinante ergibt die gesuchte Bestimmungsgleichung:
d—k+1 airi QAid—k+2 --- @1d a0 G1d—k+2 --- QG14d
> det| : Doy =det | : : (A.15)
i=1

ki Okd—k+2 --- Qkd ago0 QAkd—k+2 --- Qkd
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A.5 Berechnung potentieller Kontaktsituationen fiir die
Bewegung von Polyedern mit zwei translatorischen
Freiheitsgraden

Gegeben seien ein bewegtes Polyeder P, und ein Hindernispolyeder P». P; besitze zwei trans-
latorische Freiheitsgrade, die durch die Richtungsvektoren s; und so beschrieben werden
sollen. In Abwesenheit von P, kann P; jede Position der Form

P + z181 + 7282 (1’1,$2) S IR2

einnehmen. Zu einem Kontakt zwischen P; und P, kann es nur dann kommen, wenn ein
Eckpunkt des einen Polyeders auf eine Fliche des anderen Polyeders trifft oder wenn sich
zwei Kanten von unterschiedlichen Polyedern beriithren. Wir betrachten diese beiden Fille
nun genauer:

A.5.1 Kontakt zwischen Punkt und Fliche

Gegeben seien ein bewegter Punkt p und eine stationére, konvexe Fléiche

k—1 k—1
Fo= xIx=Y v XA =142 0},
j=0 j=0

T

die in der Ebene n' x = ng liege und die Eckpunkte vq, ..., vi_1 besitze. Es gilt:

01 1 1

N ) < n'p=ngAdet <0 Yy
pNf# n' p=ng e[npvj ij]— J

Substitution von p durch p + 3" x;s; ergibt folgende Bedingungen:

2
innTsi =ng — nTp
i=1

2
indetlo 0 1 1 ]—I—detlo 11 1
i=1 n

n S Vj Vju P V; Vit

<0

Auf diese Art erhalten wir eine lineare Gleichung, die eine Gerade im Konfigurationsraum
(IR?) repriisentiert und k lineare Ungleichungen, die diese Gerade beschneiden, so daff im
allgemeinen die Losungsmenge ein Liniensegment darstellt.

A.5.2 Kontakt zwischen zwei Liniensegmenten
Gegeben seien ein bewegtes Liniensegment [, und ein stationéres Liniensegment [.4:
l = {x|x=a+ub-a),0<p<1)

led {x|x=c+v(d-c),0<v <1}
n = (b—a)x(d-—c)
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Falls n # 0 gilt:

(11 1 1
laNleg 20 & det_a b o d]:OA
0 01 1 1 0 1 1
det_nbcd]ZO/\det[ ncd}ZO/\
1 1 0 1 110
det_abnd]SO/\det[ bcn]go

Substitution von a und b durch a + - x;s; und b + >~ ;s; ergibt folgende Bedingungen:

2
0 1 1 1 1 1 11
;xidet[si b—a c d]deet[a b ¢ d]_

1 01 1 2 0 0 1 1 01 1 1
detla n cd S;xidt[ i N C d]_dt[ b d]
1 1 0 1 2 0 0 1 1 1110
detla b n d]gg‘mdet[si n a b]gdet[a b c n]

Auch hier erhalten wir eine lineare Gleichung und vier lineare Ungleichungen. Die Losungs-
menge ist im allgemeinen wieder ein Liniensegment.
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